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CHAPITRE IX/ 

Des Proportions et des Pf'ogressioné : 
urithmétiques. 

$124. O^ <^^ qu'on s'occtipe dü Rapport 
nrithnvétíque de deut quantité^ , quand oii 
cherche de cooibiea Tune est. plus grande que 
l'autre , ou quánd oq cherche quellé est leur 
difieren ce. 

La comparaison de ees deux quantites ^ sou$ 
ce poiat de, vue ^ ou leur rapport arithmeti- 
que , re'pond done á la soustraction. Le mi*- 
nuende est appele Vantécédent du rapport j le 
soustrahende est appele le conséquent du rap- 
port^ et la difierence ou le reste est Vexposant 
du rapport. 

Deux rapports arithmétiques sont diís ¿gaux 
lorsqu'ils pnt le méme ei^posant. 

L'^'galite de deux rapports arithmétiques 
ést appeíe'e próportioh árithrhétíque ou par 
fe'qiii-difference.^ 

Tome Ih Á 



Soient a^ b , c, d^ quatre quantites en 
proporlion arithmellque; on Sindique comme 

il suit : ' suivant que ct^b^ ex par- 

íant c-^d. . 

Soient a el b les deux antecedens d'une 
proporlion arithmellque; et soit ala diffe- 
rence de clidcun de ees antecedens á sousCon- 
se'quent j les deux conse'quens seront «+^V 
b-^d^ suivant que cheque anteoedent est plus 
petit ou plus grand que son conseqtient. 

$ 1 25* Tbéoréme, Dáns toute proporlion 
üñllimetique la somme des extremes est egale 
a la somme des moyens. 

Soit a-6=2c-rf; j^affirme que flí-f*d==í-|-c. 

Démonstration, Aux deux membres de 

Vequation , a — 6=^ — c?, 

soit ajoute'e la méme quanlile b^d^ 
on bbtient. a-+-d==b^c. 

AutrW^es deux ante'ce'dens eiant a et 6, 
que les deui conse'quens soient a^d^ b-^^d y 
la somme des extremes est a+i+d, et celle 
des moyens. est ¿H-a+c?. 

Récip. Si ía soraime de deux quanlite's est 
e'gale a la somme de deux aulres ^ on peut 
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etablir entre ees quatfe quamités 'unét {Sro- 
|>orüon , en preáantles. lermiés d'une des som- 
mes pour les extremes y et les termes de Fau-*- 
tre somoie pour les moyens d'une própoiüon.; 

Symboliquement. Si a*+-£Í=6-+-c, 
I ' á — i¿=c — d. 

Dém. A' 'Chaq^ membire de Feqüationi 
ii4-á=é4-c , soit otee l&m^kne quantite b-+-d^ 
on obtient a— 6=e — d^ 

§ 136. Soit une proporiion arítbnietique y 
'dont les dcux termed ipoyens sont egaüx; celte 
proportion est appelee continua. 

Daris une proportíon arithmetique continué^ 
le termé moyéti ést lá moitie' de la somme 
des extremes , et il est appele' mayen anth-- 
mélhiqüe entre les déul extremes. 

Le terme tiíoyen etant s y et sa diflef ence 
a cbacun des extremes etant dy lá proportioií 
ést s-^dy Sy s^-rd. 

Daüs une proportion aritlimetiqüe continuq^^ 
le carre du terme moyen est plus gtand que 
le produit des extremes. 

Én effet , («-4-d)(^ — d):=ss — dd. 

Partañt , la mpyenue aritbmetique ^entré 
deiix^quántites, est plus grande que la moyenfte 
geometrique efttre ees deux quantites. 

A 2 
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Ea^eneral , soijt 2s la somme des extremes 
ou des ^moyens jd'une. proportion añtfamétique; 
soit . 2ú? la diSerence des deux extremes ^ et 
3uÍ la difiereacé des deux moyens , de ma*^ 
niere que la proportion .soit «H-d, 8r+-d! y 
s~d! y s-dyle produit des extremes est ss-dd^ 
celui des moyeus ftsttf^-frrfíí j.et*partant,.ccs 
deux produiis sont itíegaux^ en. supposast d 
el d! inegaux. Ainsi j quatre quantités en pro- 
portion aritlimétique ne peuvent pas étjre en 
méme tems en proportion geometrlqué j et 
reciproque ment. 

Nous avons vu ^ 47 que si quatre quanti- 
tés forment une proportion gáometrique, leurs 
carres forment aussi une proportion ge'ome- 
trique , et qu'il eu ^st; de méme des puis- 
saneqs d'un ordre quelconque. II n'en, estepas 
de méme des proportions arithmetiques. Ainsi ^ 
les termes d'une proportion arilhmeuque etant 
s+dy S'\'d! y s — d! y s — d y la somme des car- 
res des extremes est 2{ss-\-dd)y et la somme 
des carres des moyens ést 2(*.9+rf'd'); or, 
CCS deux sommes sont ioe'gales , en suppo- 
sant d ex ct inegales. 

$ 127. Prob, Quatre nombres a y bjCy dy 
etant donne's, trouver le nombre qu'il fauit 



ajouter á chacun d'eux pour que Ieurd*carres 
forment une proporlioa . aiithiñe'thiqüe. 

Soient, a^ b , c , d^ les quatre nombres 
donnés. Soit x Je nombre cherche'; on doit 
avoir, {a-hxf—{b-\-x)^=:[c^xf'^{d'^xf. 



De la , ¿c= 



2 (tí — b—^c-j-d) 



^*^ a(a-¿-o+J) ' ^ 2{a-b-(>i-d) 

Rem. Póur que le probleme soit possible 
dans le sens propre de rérionce, qui demande 
une addidon a faire áux nombres donne's y 

¡1 faut que, en supposant a+d^6+c, on 

ail bb+cc'^xia'+'dd. 

Soit a-hd=2:25 , soit a — d=í^z , 
5-+-c=2«^, b—c=2z' ; 

aa-{'dd=:5i{ss-+-zz) ' bb'+-ce=i2{s's''+'z'z'). 
Partant, iélü stippo«ant s^s\ ou ss^s's'\, 
on doit avoir ssK^s^s'^+^z'i^-^zz). 

Aut: éi^ó: Tíouver lé hombre qu'on' doit 
ajouter k quatre nombres donne's, pour' que 
les cubes des sonunes. aoient. en proportión 
aiithméúque. :: 

A 3 



§ I5í8. Prob. Trouter quatre nomtrcs cpf 
proportion ánthtttetique , en coEinoissaiit la 
difTerence des extremes arf, la diffe'rénce des 
moy^ns 2 ¿2% et la somme des caires des qua- 
tre termes, 4y. 

Den. Somme des extremes ou des moyens 2^, 
Termes extremes, s-^-d , s — d. 
Termes moyéns, s-4-c? , 5 — d'. 

Sommue des carres des extremes, a(«5-+-dd), 
Sómme des carres des moyens, 2{ss-+d!(í). 
Somme des quatre carres, 4**4-3 (€?£?-+-£? d'). 

Cond. 4**-h3(c?c?+á'd')==4g. 

dd^^^d d 

Red, S8=q . 

2 

^ , ^, dd+d!d! , * 

2 

jáut. ex. On donne le produit j5 des moyens^ 
le produit p' des extremes' , et la somme 4c 
des Garres des quajtre- termes» 

Prob. indéterminés. Les. diff§r/eqc^$ .2c? et 
5id! €tant donnees^ ori donne Texces' de la 
somme des cárre's des extremé^ sur la somme 
des carres des moycfls. 

. Trouver quatre nc)mJ>rcs en proportion arlth- 
^etique , ' ^ n connolssant leur «omme , la 
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fomme de leurs caires el la somme de leurs 
cubes. 

Trouver fjuatre nombres en proportion aridi« 
metiqi\e , en connoissant leur somme , l'excesí 
de la somme des caires des extremes sur la 
somme des carres des moyens, et Fexces de 
la somme des cubes des extremes sur la somme 
des cubes des moyens. 

Trouver quatre nombres en proportion arith^ 
métiqne , en connoissant le produit des moyens, 
fe produit des extremes , ct Fexces de ía sommty 
des caires des extremes sur la somme des car- 
res des moyens. 

Le probfóme suivant ést de'termine , ét re'- 
ductible att premier degre : on donne le pro^ 
duit des moyens , le produit des extremes , 
ct Texces de la somme des cubes des extremes 
sur la somme des cubes des moyens. 

$129. Soix une suite de quantites, telle, 
que la diSerence de deux qui se suivent est 
tou)ours la méme ; cette suite est appelee une 
Progresión arifhmétique , ou par eqm-dif- 
ference* 

iinst', le$ nombres naturcls, 1, 2, 5, 4, 5, 6, 
fbrment un^ pirogtession arithmetique , dan$ 
^quelle la diffeVetíce constante de déüx termes 
^ui ^e suifent est Funite. Les nombres im- 

A-4 
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pairS; i,,3) 5,. ,7, ...... Cormenjt une progresa 

I sion arithmelique , dans laquelle la difference. 

constanle de deux tei^mes qui se syiyent ést 
deux. . . ,. \ ' ^ , . 

, Ea .ge'ne'ral, soit a le premier terme d^uné 
suite arithme'tiq[ue , d la difEérence constante 
, de deux t§rmfB§^(f|vi:se suivent j cette progres- 
slon est , a^ \a-\-d^ a-+'2dy a^5dj a-+-4ic?. . . . 

Un terme quelconque est exprima' dans le 
pren^ier terme, dans la difference cojiatantey 
el^ dans le non^bre n qu\ indique la place 
qu'íl occupe de la maniere §uivante. Au pre- 
mier terme soit ajoute'e la difFerence com— . 
muae , prise une fois de nloins qu'il n^y a de 
termes: )e «""* terme de la progression: est 
• dono a-^d{n — i); cette exp^res^ion est appeJée 
le tepne généraL 

Ex. Soit a=i ^ cfc=i y le 7^'"* nombre natiiirel 
est i+i X (/^-l)=7^. Soit «=1 , !rf=ay le rT"" 
nombre impair est H-2(w — :i)=;.íin — \l 

Au lieu d^exprimer les termes d'une pro- 

gression arithme'tique , dans le premier ternae, 

dans la diñerence constante , el dans le pombre 

j^ des termes a cpmpter depuis le. premjer^ U 

1> <;onv.ient quelquefois de decomposer la pro-^ 

j gression en deux autres , á partir du terme du 

' milieu,. si le nombre des termes estinoipair} 
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^t a partir jdes deux termes dü míKeu, Á le 
nombre des termes est páir ,. ef d^exprimer 
chaqué tei'me djans le terme ou dans , les ter- 
mes moyens, dans la difierence commune. , 
et dañs leurs distaiicés* aüx te^m^es moyens. 
1*'. Cas. Que le nombre des termes soit im- 
pair, 2/z+i ; soit a le terme du milieu^ soit d 
la difierence constante de déux termes voisins , 
la progression pourra étre presentee comme 
y suit : , • . 

a — ndj a—-(n — i)d . , ¿ — 2dj a — rf,' 

% . Cqs^ Que le nombre des termes soit 
pair a/i j soit 2c? la dxff^Vence commune de 
deux termes voisips ; la progression pourra 
étre pre'sente'e comme il suit ; • - 

d — (2« — i)d^ a — (2/2-^3)¿ . . a — 5dj a — d* 

$ iSp. Théor. Dans tme progression arith- 
me'tíque 9 la somme des extremes et la somuie 
de deux termes egalement eloigncs des extre- 
mes, soixt,egales^ entr'elles. 

Dém, Ce theoréme decoule immediatement 
de la seoóiiide inaniere de présisntér les pi*6- 
gressioi^s arithinietiques, puisque deux termes 
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e'galement eloigne's des extremes , sont Fun la 
somme et Fautre la difference de a ^ et de 
la dlfierence constante prise un méme noQi'- 
bre de fois; 

$ i5i. De lá , decoule la maniere de'trou^ 
ver la somme des termes d*une progrcssion 
&ñthmetique. 

En efiet y le nombre des termes etant pair ízn^ 
le nombre des paires egales est ñ ; la valeur 
de chaqué paire est aa y et la somme de la 
progression est aaX'^=«X27í. 

Le nombre des termes etant impair 3n+-i , 
le nombre des paires egales est n; la valeur 
de chaqué paire est aa; la somme de ees pai- 
est aaX/^=«X27í;" aioutant á' cétté somme 
leterme moyen, on ol)ü:entaX(^AF+i) pour 
la somme de la progression. 

Partañt y la soinme de la progression* est 
toujours la demi-^somme a des extremes^ mul- 
tipliee par le nombre des termes. 

On peut aussi expritnér cette somme dans 
le premier terme a, dans lá diffe'rence cons- 
tante' eí et dans le .nombre des termes /z. En 
effet, le dernier térmé est a'^d(n — i). La 

demi-sómme des extremes est €í-+tcÍX % 

Le produit de cette demi-somme par le nom^ 
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brc des ternqics est Tia-f-ax — : • velle 

ciprcssion est appdec le terme sommatoire^^ 

On.peut \enfi^r cette cxpression en prou- 

vant que , si elle est vraie pour un certain 

nombre de termes bu pour une cerlaiiié valeur 

de 7z ^ elle est aussi vraie pbur la suivante oa 

iY> ; , n(rt-i) 
pour 72+1 termes; en eüet, a 7iarh«X >. 

soít ajoute a-\-^nd\ temié suivaiit^ ón obtíentr' 

w-i , ñfw+i) 

(nH-l)aHr-7zá(H )=:(/i-j-i)aH;:;rfX . > 

Cette cxpression ¿st la méme que la preée- 
dente , ,en substituant /?+! á n. 

Ex. 1*^. Sóu a=i y d=i ; la suite á som- 
mer est celle des nombres naturels ; on ob- 

üent : IX^M^IX-^^ L=:-L-._ . 

1.2 1.2 

Les srommes dfes nombres natureís sont ap- 

pelees nombres iriangulaires ^ lesquels sont : 

1, 3, 6, lo, i5, 21, *Ay 56, . . . ^i ^j)^ 

i 1.2 

(i) Óii dít'qué !3es jsbmts sont rangés tríanguláire- 
inent; loV^^e trolis points Toisins, dont deux appar* 
(ennent h. une rangéc^ et í'autre a une rangée Toisine^ 
pccupetit les sommiets d'un tríangle equilateral. La &- 



Ex. 2*. Soit a=i , d=2 ; les nombres S. 
sommer formen! la suite des nombres impairs ;' 
1, 5, 5, 7, 9,, .^a/í'T-i. Leur somme est 

7zH-aX -=7i-|-7i(7z — i)ií=znn , ou le 

a , 

nonibre carre' correspondant. 

Les soinines des nombres en progression 

arllhmetique , dont le premier terme est i y 

et dont la diffeVence de deux termes suc— 

cessifs est un nombre entier ^^ sont appele'es 

nombres polygones. Les difierences etant 

3, 4, 6, 6, 7, ... . m, les nombres polygo-^ 

nes correspondans sont les pentagones, heza-- 

gones^ heptagones , octogones, enneagones , 

güre formée par cet assemblage étant tríangulaíre , le 
nombre des points places^ est exprime dans le nombre 
des points rangés áur le cóté du triangle^ par le nom- 
bre tríangulaíre correspondant. Dans cet arrangément, 
chaqué point (pris 4aLn$rintéri,eu]c] ^st égalemen^ éloi- 
gné de six autres , qui occupent les sommets d'un be- 
xagone régulier^ dont le premier occupe le centre. 

Dans l'arrangement tríangulaíre^ les r^ingées son^ 
plus Toisinés que dans l'arrangement carré^ dans le 
raipport de la bauteur d'un tríangle equilateral h son 
cóté, ou de j/"3 a a; ce rapport ,^t ^ peu préa, cel|U¡ 
de 7 á 8 et plus approcbamment de i5 á i5. 

G^tte obserration est le fondemeut d'une application 
it Véconomie rurale, proposée par. W* Lb Saqí.. 
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m-f-a gones. Mai» les arrangemens re- 

pondans aüx nombres tHangidaires et aux nom- 
bres carf es , sont les plus reguliérs et les seuls 
en usage. 
Rem. i'*. Les expressions de deux nombres 

, . .p , (7Z-l)/2 n{7Hr\) 

trianguiaire3 supcessits e^ant r- «t , 

i.a a 

leur somme est nn^ sayoír , le nombre carré 

cotrespotidant au plus grand d'entr'eux. 

Rem. a**. Le rapport d^un nombre triangu- 
laire au nombre carre correspondan! y est ce- 

lui de /H-i á ^riy oud€ i-f-- i aj etpartant, 

chaqué nombre triangulaire approche d^autant 
plus d'étre la moltíe' du nombre carre' cor- 
respondaút, que ce nombre est plus grand. 

Yalaun de n Eappom* 

Ex. ^ . . . .5: 9= 5: lo— 1 

99 - ' • 5o; 99== 5ó: 100-71 

999 .. . 5oo: 999= 5oo: 1000—^ 

9999 . * . 5ooo;9g99===5ooo: 10000—1. 

Aut. exemp. Une personn€f gagrie , la pré- 
miere annee , la somme a : chaqué annee elle 
augmente son bien de la somifie h de plus 
que Fanne'e precedente : quel sera le produit 
de ses gains au bout de n, anaees ? 



l6 Éi^ÉMENS í)^Alcébre , 

sómme soit égale au'produit ^uir ¿ombre 
dónne 6 par le nombre dé ses termes? 

• n{n — i) , , 
Cond, s:=^na'-\ a=m(^. 

1.2 

Redé a'\'^—di==bs . (/^— ]L)d=2(6— a) ¿ 

6— ^a 

n — i=2X — T-* 
d 

Rem. On peutrendre raison, comqie il suit, 
de la formule obtenue. La somme de la pro- 
gression est le produit de. la sommé des iex- 
trémes par le nombre des paires; mals elle 
dolt étre aussi e'gale au produit dé b par le 
nombre des termes , oü au produit de 26 par 
le nombre des paires. Done, lá somme des 
extremes est 26; mais le premier terme est a; 
done', le dernier terme est 26 — á; maiá le 
derhier termeí est a-^^-din — 1); done, d{n — i) 
==:2(6-^a), ainsi qu^on Fa trouve'. 

Ex. Deui personnes viennent Tune au de- 
vánt de'rautr'ei'L^üné dóciles fait chaqué jour 
dix licúes. L^aütré'faít cinq licites le premier 
jour, et elle augmente chaqué jour sa marché 
d'üné licué. Au Hiótíicnt de Icur rencontre 
¿lies ont-'faitle mémé óhcmin. Oh demande 
le nómbí'c des jours dé marche ct le chcmiií 
fait par chacune d^ellcs* 

Une 
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tJne personne gagne , la premiere annee , 900 
firs. ; chaqué annee elle aygmente son bien de 
6oóffs, de plus que l'annee pre'cedente* 

Au bout de Gombíen d'annees celte per-* 
soDoe sera-t-ellel deux fois aussi riche qu'une 
personne qui economise, chaqué annee , 1800 
irancs ? 

§ i34. Proh. Soit connu le premieip termé d 
dWe progvession áriihme'tique , ét la difie- 
renca constante d de deux termes successifs.^ 

De'terminer le nombre n de ses termes, de 

maniere que la somme de cette progression y 

augmefitee du produit du nombre de ses ter-¿ 

mes par un nombre donne h , fasse une sommd 

donne'e $^ 

^ , , niñ — 1) ^ 
Cond. na-^dX — H/ifc=^¿ 

1.2 

De lá . »= ■■ ■ ~— 

' üd 



n — 1= 



ud 

Éxempíes. Deux personries sfepare'es par uil 
itítervalle de i64 lieues ^ vienñeot Tuné ^U 
devant dé Fautre. L'une dóciles fait 10 lieue$ 
par jour, et Fauífe faít 7 lieués le premier' 
jour, en augmentant chaqué jouf" d'une Iiem¡ 

Tome IL B 
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sa marche journaliere. On demande le point 
de leur rencontre. 

Une personne jouit d'une rente de 36o frs. ; 
au lleü de la de'penser , elle ^la place en in- 
térét au 5| , au moment oü elle la percoit y et 
laisse ainsi accumuler les inteVéts ( cependant 
saos ^'ils porlent eux-mémes interét). D'un 
autre cóle', elle possede un capital de looofrs. , 
qu'^elle fait valoir au 6g, el dont elle econo- 
mise les iñie'réts (sans leur falre porter in- 
terét). On demande au bout de combien d'an- 
neescette personne possedera en tout 9880 frs. 

Mem. 1'*. Au lieu de connoitre la somme dé 
la somme de la progresión et du produit du 
nombre de ses termes par le nombre donne' by 
qu^on connoisse l'exces de cette somme sur ce 
produit. 

Dans la formule precedente soit change' le 
signe de 6 , on . aura : • 

. üd • 

n — 1= — 

ad 

Rem. 2^\ Que Fexces donne soit celui du 
produit sur la somme de la progression. Dan» 
les formules de la Remarque precedente soit 
change leí signe de s , on atira : 
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n= ^ . 

2¿ flí— 20+ j/*( (2¿-f^— 2a)3-^8íá) 



«-r-l=- 



Parlant j ppuk- que le probleme soit possi-^ 
ble , on doit avoir (afr-i^rf — 2á)^^8sd j et 
partaut ^ la plus grande yaleur dé s est 

Ex. 1**. Un volear s^enfüit en. fdisánjt ló 
lieues'par jour; un arclier part i4]Ours apres 
du méme lieu y et le poursuit en faisánt 8 lieues 
le premier jour ^ et en augmentant chaqué 
jour d^üné lieue sa toarche journáliére; On de- 
mande au bout de oombien de jours Farcher 
attelndra le voleur. 

2**. Uñé personne jouit d^une rente ánnuelle 
de 600 frs. qu'elle e'conomise , et fait valoir 

I a iuterét simple au Sg. D^une autre part, elle 

' possede un capital de 5ooo frs. qu^elle fait va- 

loir á interét simples au 65 , sans qu^elle le re- 

j tire', et sans qu'il produisé interét. On de- 

mande au bóut de coínbien d^aíinees le pro-» 

i duit de -ses rentes accuraule'es surpassera Id 

Capital et son inte'rét dé 58o frs. 

3*. Tout est pose comme dañs íc a*** ^ 
«icepté qué le Capital ést de 6000 frs. au 5^ , 

B 2 . 

i - V 
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et que la somme du capital et de ses inte'céts 
surpasse le produit des rentes accumulees de 
420 francs. 

$i35. Prob. Soient deux progressions arith- 
metiques dont on conoít les deux premiers 
termes , et dont on connoít les difierencíes des 
termes , de maniere qu'au plus gr^nd des deux 
premiers termes re'ponde la plus petite difie- 
rence. On demande le nombre des termes 
qu'on doit prendre de chacune de ees deux 
suites pour qué les sommes soient egales. 
: Soient a et a' les deux premiers termes 
donnes. 

Soient d et cí les deux difiTe'renees donnees. 

»(» — i) 
Somme de la premiare progressíon^ 7wí-^c?X" 



1.2 



. ^ ai{n — i) 

Somme déla secondeprogres^ion; na'-}-«?X- 



1.2 



^ , , nin-i) . ^ nin — i) 

Cond. na-hdX ■ nz=ia+ax 

1.2 I. a 

Red. 5¿a-i-d(n — i)=2a'-t-cf(/2 — i). 

1*'. Cas. Soit a=:=a' , on doit ayoir d=z^ 
et le probíeme est inde'termine'. 

2*^. Cas. Soit a^a ^ et partant , tí^d. 

a— o! 1x^—^05 






a — a' 

Sol. 72=1+2 X -rf V- 

a — a 

Exem, Deux persónnes partent enseiDbld 
d'un méme lieu^ et se meuvent dans un méme 
seas ; l'une faitS lieues le premier jour, et. 
elle augmente chaqué jour sa mardbe d'une 
lieue; Fautre fait 9 lieues le premier jour , et 
elle augmente: chaqué Jóur sa marche d'une 
demi*lieue* Quand estece que ees 'deux per» 
sonnes se rencontrerónt ? 

Une persona^ jouit d'uhe rente aminelle 
de :^ooofrs. qu'élle e'eonoraise , et fait Valoir 
ea interét simple 'aü: 5^ .. JDiie autre personhe 
jouit d'une rente de goo frs. qu'elle ¿cono*- 
nrise et fait valoir eü interét simple au 6g. 
Au boiKt de: oombiea d'anne'es ie&>pro.duits 
de oes economics seróntr^Us egaux-í'- * 

§ i5&« Exeró. prop&sés^ Je dois á quelqu'iin 
unesómme c payable.apResent. Au li'eu de cela^ 
nous conyenans que j'aoqtáttera i cetle dette 
par un nombre n de. paiemens annuels. egaux s) 
a commencec de»: a presenta Quelle doitiétré 
la grandeur de chaqué paiernent^ paur' que: 
aprds. le . demiep; tf^ntr'éux., ma dette ¿bit en 
effet, acquittea, en ne comptant pour le tout 
que Kirte'rót^ simple .2^1. 5 ^ > par exemple. 

XJne personne doit jouir pendant n annees 

B 3 



j&íi £l¿mens d'AiíGÉbé.!:^ 

d^une rente annuelle s : quelle cst la yaleur 
pre'sente c de celte rente 3 en calculant lln- 
te'rét simple a un laux donné r®? 

Des trois quantites c^s^n^ determiner l'uñé 
dóciles dans les deüx autres. 

Des tjuatre quantites , c^ «, r., J^, déter-r 
jniner Füne d'elles dans les trois autres. - 

Une personne qui pourroit faire yalotr son 
bien au 4^ en acheté une rente viagere au lo^y 
qu'elle economise et fait valoir au 4§ en in- 
teVét simple. Au:bout de cambien d'annees 
fera-t-elle rentree en possessi'on de son prc^ 
mier capital et de sesiñte'rets ( simples ). ao- 
^umuies } 

Une personne possede un fonds de^ terrer 
estime fooooo frs; qiii kii rapporte seuleáieixt 
4ooo ñ^s.^^d^interét. ' Au commencemant de 
cfaáqtíeannée, elle «mprunte GooóTrs^i dént 
fUe est obligue de payerle io§. EBc lak&er 
accumuliBr les inte^'éts^ de cbaque .emprunt: 
( sans qu'ils «portent enx-mémes irite'rét )i A» 
boüt de dombien d'anne'es eette personne 
sera^ti-elle ruinée ? í. , . 
i §: Í5.J. Prob. Un pe re fait son testamént de; 
ia maniere suivantie : il donne a L'jilB^.de sé5> 

pnfáns la sommcf it et íá -^ partie du reste 
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de son bien; il donne au secondla somme 

2a et —^ du reste , et ainsi dé suite^ en aug4 

mentant de a la premiare porüon de chaqui» 
enfant. Par cette disposition^ tout Thentage 
est egalemen,t partage entre tous les enfans. 
On demande la valeur de rhe'ritage , le nom- 
bre des enfans^ et la part de cbacun ( v. $ ^S). 

Den» Valeur de FlieVítage x. 
Premier reste , x — a^\ 

Sec**. portion de Faíne', -x- — a. 

n n , .. 

JBien de raine, -x-\ ^-a. 

n n 

Second reste, x a. 

n n ' 

Troisieme reste ^ x a. 



n n 



o ae . - j ^ TI — 1 , 5/i, — 1 
bec .portiondul. rx t-^a. 



nn . nn 



Jnen du second , -^^ ar-+- -a ' 

nn , nn 

nn ' , nn 

'.'/•• . :p 4 '..■■ ' 
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7Z n nn nn 

* J?í/</. nar+/2(/2-i)a=(72-i)jc-+-(^-l)(an-l)a; 



-1 1: • 

n » * 

1 /í-l / V 

n n 

Tí w . . • . 

?^-l 3/z-i 

n n ' ."í ' ; 

¿"27* • nxi ,/...:.. 

Ií-1 (/^^l)(27^-l) 

x-\ <v=\n — \)a. 

nn nn , r i : 

L'heritage est done exprime par la premiero 
portion de l'^ii>€f a , príse un nombre ^e fois 
egal au carre du denominateur diminue' d'un'e 
tinité; la part de chacun des deux premiers 
enfans est {n — i)a; et partant, si le partage 
est possible^ la part de chaqué enfant- est 
(iz — i)a, et leur nombre est n — i. 

í Qur prouver cette possibilité , f affirme ^e^ 
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ü m enfans ayant prís leur premiéré el leur 

seconde portions, conformement á FenoDce^ 

ont ete egaíement partagés et ont eu chacun 

- {n — i)a , le m+i"** enfant aura aussi (/í-i)a. 

£d eSet, si m enfans ont pris chacun (/z-t)a^ 
iis ont pris en toul /w(/^-— l)a, et il restera á 
Klérilage (/i— -i)(7^i-m)a=(n7z— n(2-|-m)-j-(m-j-i ) )a. 

Le mH-i"* énfanl ou ie suivant prend pour 
premiere portion (mH-i)a; il reste a Fhe'rí- 
tage /i(w— ^(7wH-2)')á ; il prend pour seconde 
portion {n — (m-|-a))a 5 mais il a pris pour pre- 
miere portion (7i»-t-i)a} done il á pris en tout 
{n — i)a, * 

puis dopc que , par la disposition du testa- 
teur les déüx aines de ses enfans ont ete ega- 
íement partages , il en' sera de méme du troi- 
sieme , puis du quatrieme , . . . jüsqu^au /z-l"% 
qui aura pour premiere et unique portion 
(7» — \)a. 

Aut. ex. Les premieres portions des enfans 
suocéssifs croissent comme les nombres im- 
pairs la, 3a, 5a, 7a, . . . . et leurs second^s 

portions sont les des restes. 

. On-trQÍJVe : • ■v^'r.-^.;;; v ,.!'*' 

Valéur de ri^entage . * . . n{jin — \)a. 

yarT^de cKiaque enfaül^'.-. ^. ♦ . , (a«r— i)a. 

Kotübre des jsnlfans • • • . n. 
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Les premieres porúons des enfans süccessils 
croisseüt dans la progression aríthnietique > 
la, 4a, 7a, 10a; . • • leurs secondes ponions 

sünt les = des restes. 

S/í+i 

$ i38. Prob. Trouvcr quatre nombres en 
progression aríthmetique , en connoissant le 
produit/7 des termes moyens , et le produii/>' 
des deux extrémes- 

Dén. Soit 52X la somme cherobée des deux 
moyens. 
Den^i-diflTe'rénce des deux moyens \/^{xx — p)^ 

Termes moyens . Jf-+-f/'(jpar— /?)> x — \/'{xx — p)'. 
Termes extremes . X'\-Z\/'{xx—p)yX — Z\/'{xx^^p), 
f roduit des extremes • • *jf— 9(jrx— />)3b»9/>— ájcar. 

Corid. 9p — 8a(rJc==p^ . 

Red. 8a;ar=í9p--p'. a?*== ^^—< 

; Sol. x^J^{xx-j-p)=^l^^^-\^^^ 



x—y{xx—p)=^^y^ ^ — ¿k; — — j 

^ • - • • ^ • 
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a^j^. Soit, j)=35, 48. 

Rem. i'*. Oü peut aussi resoudre cctle qucs- 
tloD en cherc|iant la somme et la difierence 
des moyens. 

Péñ. Somme des moyens . . • «zr. 
^DiiFerence. . • . • ♦ ^ . aj^» 

Termes moyens ¿ • • • • . • 

Termes extremes „^ 

x—5y 

Produit des moyens . . . • .xx-r-yy. 

Froduit des extremes . • . xx — g^J^." 



íxx^yy=p « 
\xx—gyy=p'. 



j 



Red. ^yy— p—p\ .yy—~^^ 

o «• . 
Rem. 2 *. Si on rechercíie imme'díaiemént 
Pun des quatre termes demánde's, on parvicñt 
a míe equation bicarree. 

Soient ;n^ et - les deüjc termes njoyens. ,. 

'' ' \ X" ' 

Le^ dttíx termes «i^rémes sont : • > 

p 'üxx->^p - ^' úp !ip'^-^xx '> 
2x— ^ = — ^ — —i et— — x:=— r-. 

X ' ■ .ar - ■• X- ' ' '^ ' si ' - ^'í 
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Produit des deux termes extremes y 

bpxx — 2pp 3X* 

XX * 

Cond. ^p''-vpz:^ r 

XX ^ ' . 

Red. 3«* — xx(5p—p'}+-2pp=o. 

i6**-«*4r(5/>-//)+(5/>-V)'=(5p-y)»-i6Rp 
=9Pp—lopp'-j-p'p'=(Qp—p')(jp-.p') 

. 5p-p'±K(9P-p'Xp-p') 

4 



Sol. «:=lK^^=^+iK^="^ 



2 — 



t 



^jíut. ex. On jCoiMipít le produit des moyens 
ct la somme ou la difference. des carre's des 
extremes. 

On connoít le produit des extremes et la 
somme ou la diffeVence des carre's des moyens»; 

On connoit la somme ou la diflerence des 
carre's des moyens , et la somme ou la diffe- 
rence* des carre's des. extremes .( cet exercice 



Chafitke IX. 39 

general donne lieu á quatre problemes par- 
ticuliers ; celui qui est relatlf aux deux difie- 
rences est indetermiDe ; savoir : dans toute 
progression arithmetique de quatre termes y 
la difference des carres des extremes est tri- 
ple de la difierence des carres des moyens )• 

Exercices analogues sur une progression 
arithmetique , composee de cinq termes. 

§ 159. Jeu propose comme exercice de rai- 
sonnement, 

On demande de disposer en carre les neuf 
premiers nombres naturels , de maniere que y 
dans chacun des sens horizontaux, verticaux, 
et diagonaux, on ait une méme somme. 

La somme des neuf premiers^ nombres na-, 
turéis est 45. Le tiers de cette somme est i5; 
done , la somme constante qui doit se trouver 
dans chaqué sen^ est i5. 

La case du milieu appartient a quatre sens, 
savoir , a un sens horizontal , á un sens ver- 
tical, et k deux sens diagonaux : done, la 
somme des nombres place's dans les deux cases 
extremes de chacun de ees sens , doit aussi 
étre la méme. Mais , les neuf premiers nom- 
bres naturels donnent les quatre paires de 

1 a 5 4 
nombres ^ «^ ^ n^ dont la somme de chaj 
987b 
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cune est la méme ; done ees huit nombreé 

dóivent jétre. places dans les cases qui forment 

le xoDtour du caree' ; el partant , le nombre 

á placer dans la case du milieu est 51 

Si on placoit 1 á une case du coin ^ et pai* 

consequent 9 a la case du coin opposee^ oa 

a 5 4 
devroit parmi les six nombres 2^ y ^> irouver ^ 

deux paires de nombres dont la somme fit 6* 
Mais, parmi ees six nombres , il n'en est que' 
deux j savoir , a et 4 dont la somme est 6. 
Done, 1 et 9 ne peuvent pas étre places dans 
des cases des coins ; done ils dolvent etre pla^ 
ce's dans les cases du milieu d^un des cotes 
du carre'; 2 et 4 devront étre place's dans les 
cases du coin dü rang dont 9 occupe la case 
du milieu ; 8 et 6 , seront places dans les cases 
oppose'es des coins f enfin^ 3 et 7 seront pla- 
ces dans les deux cases restantes, de maniere 
que les nombres 8 , 5,4, soient dans un méme 
rang (1). 

(1) La dlspQsiiion qu'ou vient d'exécutet , est appelée oarré 
niagique, On Ta étendue a la disposition des termes d'une -pto-^ 
gression arithmétique quelconque , - dans les cases d*un carré 
aun nombre quelconque de cases , de maniere que, dans tous les 
seiis horizontaux , Terticaux et diagonaux , On alt une méme 
somme. Ce suiet , quoique de simple ciiriosité , a occupé plu- 
sieur.s Mathématiciens , qui ont doqné des regles genérales , poiír 
ia conslruction des carrés magiques. On doit envisager le cas par« 
ticuUer que ]*ai développé , uniquement sous le point de \H6 
logique^ comme exercic* de raisonnemeat* 
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Sur les Nomhrea figures. 

$ i4o. JNous avons vu , dans le cliapitre pre- 
cedente que la somme des nombres natur^Is 
donne les nombres triangulaires ; jepasse á 
la sommation de ees derniers nombres. Soit Sy 
cette somme. Pour Fóbtenir j soit decompose 
chaqué nombre tiíangulaire dans les nombrcfs 
naturels dont il est la somme j on obtient : 

6 =1 +a +3 ^ 
lO =1 +2 +^ +^ 
i5 =1 +2 -1-3+4+5 



"Ñl^^x^^ +3 +4 +5+....+;* 

1.2 • 

, =i.w+2(n-l)+3(7i^2)+4(/z-3)-f 5(71-4) . -f-n(/i-(n-i) ) 

=7i(i+2+3+4+5+ .*.••/») 

— (i.2+a.3+3.4+4.5+ . - rFC*"^)'^) 
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^nX ^ -aC^ -1--:)=— Ií--^(/^f2)— 2rf* 

1.2 1.2 ' 1.2 

3^= ^(H-2); «=— - — — — . 

1.2 1. 2. 3- 

Les sommes des nombres triangulaires sont 

appelees nombres pyramidaux^ parce que ees 

^ nombres indiqucnt les nombres des points 

ranges en pyramides triangulaires á base equi- 

late'rale* L'expresslon dan"* nombre pyramidal 

cst done , — •. 

V 1. 2. 3. 

Pour prouver synthetiquement cette expres- 
sion trouvee analytiqüíement, il foiit prouver 
que si elle est vraie pour une certaine va- 
kur de n^ elle estyraie pour la valeur sui-* 
vante. Or, elle est vraie pour les premieres 
valeurs de n y telles que i, 2, 3, 4, 5,etc...,.j 
dono elle sera vraie pour toutes les valeurs 
suivantes. 

Qu'on ait pronve' que la sómme des n pre- 

miers nombres triangulaires ou le n^ nom- 

t . 1 , 7^(/^+l)(/^^-2) 

bre pyrámidal est — j soit ajoute 

le 7Z+i°* nombre triangulaire , qui est 

(»-hl)(72-t-2) 

/ on • ODtient pour somme í 



1. 
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(n+i)(n+2) n („4-i)f„-f.a)(n-+.3) 

—T~r- ^ 3 + '^ - ~T. r""3"~ ^ 

expression qui est la méme que rexpression 
supposee en ^ubstituant /í4-i á n> 

Les nombres pyramidáux sobt done : 

1, 4, lo, ao, 35, 56, 84, ... . "("+^X"+ g). 

ií^m. Ucrnombre pyramidal — > 

^•^ 1. 2. 3 

est au npmbre triangulaire correspondant 
pris autaut de rois qu il y en a ^ dans 

le rapport de — ~~ a , n , x>u de iH — a 5>' 

etpartant, ce rapport approcbe d'étre celui 
de 1 á 3 , d'autant plus qu'on prend un plus 
grand nombre de termes. 

$ l4i. En decomposant chaqué nombr^ 
carre dans les nombres imjí^irs dont 11 esc 
la somme , on sommeroit de la méme ma- 
niere les nombres carrés; mais on peut aussi 
tirer Texpression de celte derniere somme , de 
la propriete' de'montre'e $ i3i , Rem. i". qu'un 
nombre carré est la somme de deux nombres 
triangulaires successifs , dont le plus grand est 
celui qui lui conrespond. 

Tome II C 
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En effet , puisque 



a''=i 



52= 5-h6 
42= 6-í-io 

52= ío-hi6 



1. 2 1.2 

(/i-i).7Z /^f/2-f-l 



rv' 



1.2 1.2 



).• 



1.2 ^ 1.2 

— (^ — i)W(y^W-i) 7^(y^H"l ) 
1. 2. 5 1.2 

nf«-+-i) n—\ n{n'^i){ün"\-\) 

Les sommes des nombres carres^ indiquent 
\es nombres de boules egales range'es en py- 
ramide a base carree , et ees sommes peuvent 
étre appelees nombres pyramidaux quadran-^ 
gulaires* 

Deux nombres pyramidaux corréspondans 
run.triangulaire et l'wtre quadrangulaire , «omt 
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Witr'eux dans le rapport de Ti+a a ün+i j 

5 
ou de 1 á á . La limite de ce rapport 

est celui de 1 á 2. 

$ i4t2. En geneVal^ les soihmes des nom- 
bres polygonaux forment des nombres pyra- 
midaux y dont la denomination depend de 
celle des nombres polygonaux dont ils sont 
les sommes. 

Ainsl) d etant la differettce constante de la 
progression arithmetique , ayant pour premier 
terme Funite', qui donne lieu aux nombres 
polygonaux dont l'expression ge'nerale est 

n-i-dx 9 ks nombres pyramidaux 

1.2 

correspondans ont pour expression genérale , 

-^ --^dx- ' ' y ei partant , 

Texpression genérale des nombres pyramidaux 
de tous les noins, depend seulement des nom- 
bres triangulaires y et des nombres pyi'ami*- 
daux triangulaires. 

Soit une progression arithmetique y 
aj a-i-dy a-4-2íí, a'+5dy . * . a^{n — i)d. 

Les sommes des termes de cette progressioa 

Q a 
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sont : a^ ^a^-hd^ Za-i-^dj ^a-\^6d^ ..;'.. / 

{n — i)n 
na-^ a. 

1.2 

Les sommes de ees sommes sont: a^ Za-^-dy 
6a+^dj loa+iod, -^Z-Jla+i r^ d. 

Partant, ees sommes ^nt^ eicprimees dans 
les nombres triangulaires et dans les nombres 
pyramidaux. 

§ i43. Soient pris les carres des termes de 
celte progression , et soit cherche'e la somnic 
de ees carrés. Cette somme est composée des 
trois parlies suivanles :^l^ du carré du pre- 
mier terme a y pris autant de fois qu^l y a de 
termes , ou de nXcia^ 2^ du double produit 
2ad multiplié par la somme des h — i pre- 
miers nombres naturels, et part^nt de aací 

X ; 5^ du carre' ¿feZ muItipIie par 

la somme des carre's des n — i premiers nom- 

1 >i (^ — iX«)(a/í — i) 

bres haturels. ou de ddX ^ / 

1. a. 3 

done, la somme des carre's des termes de cette 

.\ ^ , n(n-i) ,, (n-iWa7»-i) 

progression eslt j^oo+a— ^ — afl?-|-^ — —^—^íld. 

i Éxerc. On demande la somme des canes 
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des n premiers nombres impairs. Cetle 

/ ('^ — \)n{in — 1) 

somme est U'+^mji — ^)H-4. ^ — - — 

1 • s* 3 

/ {«-lM27^-l) 7z(2/Z-l)(272+l) 

=72(271-1 )-h4. =2 = 

^ ^ 1. 2. 5 1. 2. 5 

Dans cet exemple, on trouveroit la méme 

e^pression de celie somtnc, en prenant Tex- 

ces de la somme des carres des 2/z — 1 

premiers nombres naturels , sur la somme des 

carres des n — 1 premiers nombres pairs. 

^ (2/2 — \)in.{kn — 1) . {n — \)n{^n — 1) 

Un a : — 4". -z 

1. 2. 3 1. 2. 3 ' 

(2« — 1)2/2(272-+-!) . . „ 

= —-3 --y expression qui est celle 

JL • 2* ' o 

du 272 — I premier nombre pyramidal irian- 
gulaíre. 

J?^772. En e?primant symelrlquement les 
termes de la progression proposee , en paí*- 
tant du terme moyen ou des termes moyens , 
suivant que leur nombre est impair ou pair, 
on peut obtenir une exprcssion plus simple 
de celte somme. 

1". Cas* Soit la progression composeé d'un 
nombre impair de termes 2/2-f-l , dont le 
terme du milieu est a, et la difierence des ter- 
mes succcssifscf.La somme des carres de sester- 

C 3 
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mes est : aa(27í-+-iH-2c?í/x -^^ -. 

1. 2. 5 

a . Cas. Que le nombre des termes soit 
paír 271 ; soit 2d la diflerence de deux ter- 
mes successifs : la somme des carres est ; 
ía/^XaaH-2c?c?(i^-+3^-4-5^+- • . • . ^-(2/^-l)^} 

, (^n — 1)2/1(2/2+1) 

=2/2aa-+-2aa . 

1. 2. O 

\/4ut. exíerc. Soient deux progressions arith- 
•metiques cgmposees d'un méme nombre de 
termes. Soient pris les produi^s des termes 
correspondans de ees deux progressions deux 
a deiix : on demande la somme de ees produits. 

§ i44. Les nombres pyramidaux trianguláis 
res ¿t carres sont les plus importans par léurs 
applicaiions. Je vais exposer celle qui est re- 
lative á la sommation des boulets dans les 
arrangemens les plus usités dans les arsenaux. 

Outre les deux arrangemens en pyramides 
triangulaires et quadrangulaires , on dispose 
le plus souvenl les boulets, de maniere que 
chaqué conche est un rectangle , dont les co- 
tes vbnt en diminuant d'une unite' depuis la 
base jusqu'á la créte. 

Soit m le nombre des boulets á la créte ^ 
et soit n le nombre des boulets au petit ^cóté 
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de la base. Les boulels des conches successives 

ácompter depuis la créte, sont : iX^fiy 2(m+i)> 

5(/n+2), 4(/7z+3) , 5(7w-t-4) , . : . /i(mH-(n-i)). 

Partant, le nombre total des boulets est : 

77<i+2-!-3-+-4+5-+- .... +/i) 

+(1.24-2. 34-5.4+4.54- 4-(/í-iK^ 

=mx ha X : 5 — . 

1.2 ^ 1. 2. 3 

Autrem. Soit m-+-i le nombre des boulets 
a Ja créte. Les boulets des conches ^ successi- 
ves, á compter depuis la créie, sont : i(m4-i)> 

2(/n4-2), á(m-f.3), 4(771+4), 5[m-\-5), n{m^n). 

•Partant, le nombre total des boulets est : 
m(i4-24-34-4-+-54- -4-/^) 

n{n-+'i) 7z(/z4-i)(2Aí-i-i) , 

1.2 1. 2. 3 

{ i45. Prob. On demande une progresslon 
arllhmetiqne , qn connoissant le nombre de sts 
termes , leur somme , et la somme de leurs 
€arres. 

1*'. Cas. Que le nombre des termes solt ím- 
pair : en diyisant la somme donne'e de la pror 
gression par le nombre des termes, on aura 
le terme moyen. Que ce terme moyen soit a. 
Soit 27^4-1 le nombre donne' des termes ; 
soit q la somme donne'e des carres ; soit d 

C 4 . 
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la dlfference cherchee des termes de la pro-¿ 
gression ; ees termes seront : 

a-^dj a+2rf^ a-\Sd, a+4«?, o-f-órf, a-f-6c?, a+nd^ 

■* a — dy a-^2dj a — % a — 4<í, a-j-Sdj a — 6dj ...... a-^n^ 

en pla^ant les uns soiis les auires les termes 

egalement eloignes du teime du milieu. La 

isomme des carre's sera : 
(27i+i)aa+2dc^i+22+32-f 4^+5^+62+ -f.^^^) 

7, 7z(/z+l)(2/z+l) -, 

.=:(2n-+-i)íza-4-3aaX p-. — ; dans 

1. 2. 5 

cette expression on ignore seulement dd qui 
sera connu parla somme'donne'e des carre's, 
siv Cas, Que le nombre donne' des termes 
solt pair 2/z. Divlsant la somme donne'e de la 
progresslon par le nombre de ses termes , on 
aura la demi-somme .de chaqué paire compo- 
see de deux termes egalement eloignes des 
exlreraes. Soit cette demi-somme a. Soit 2c? 
ia diCTerence de deux termes successifs. Les 
termes de la progression seront : 

o — d y a — 5df, a — ^d, a — ^d, a-^d, a — [pn — \)il 

a-Yd, a-Y^dy a-j-5dj a-^jd, a-{-gd, «"hC^-f^ — 1)<^' 

en placant les uns sous les autres les termes 
egalement eloigne's des termes moyens ou des 
extremes. La somme des carre's sera : 
2nX«a+2í/4i+52+5^+72+9^+ -fC^^i-i)^). 

!• 2* 3 



i 
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Done , la somme donnee des carre's est : 

(2/2— l)2/^(2/^-M) 

Qncui'+'^dd. ' = ; de laquelle u 

1. 2. 3 ^ 

est facile d'obtónir dd. 

AuU exercice. Determlner une progressioa 
añthmelique, en conQO¡ssant| la somme de ses 
termes, la somme de leurs carres, et la somme 
de leurs cubes. 

§ i46. De méme quW a obtenu les nom- 
bres triangulaires , en sommant les nombres 
naturels; et les nombres pyramidaux en som- 
mant les nombres triangulaires ;" oji est ap- 
pele' a cherqher les' sommes des nombres py- 
ramidaux^ puis les sommes de ees sommes > ^ 
et ainsi de sultc. 

Les suites qu'on obtient par ees sommations 
successiyes , portent le nom de suites des 
nombres figures. Cette denomination gene- 
rale est sans doute tiree des cas particuliers des 
nombres naturels, des nombres triangulaires, 
et des nombres'pyramidaux, auxquels re'pon- 
dent des figures et des arrangemens de polnts. 

Les nombres nalurels ( qui sont les sommes 
d^autant d'unile's qú'ils en cpnticnnent ) se- 
ront appele's nombres figure's du premier ordre. 

Les sommes des nombres naturels, oü les 
nombres triangulaires seront appeles nom- 
bres figure's du secón d ordre. 
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Les sbmmes des nombres triangulaires , oii 
les nombres pyramidaux , seront appeles nom- 
bres figures du tfoisieme ordrc. 

Les sommes des nombres pyramidaux ou 
Vles nombres figure's du troisieme ordre seront 
appele'es nombres figure's du quatrieme ordre : 
el ici commence la ge'ne'ralisation de celte ex- 
pression elendue au delá de son origine. 

Les sommes des, nombres figures du qua- 
trieme ordre donnenl les nombres figure's du* 
cinquieme ordre , et ainsi de suite 5 de ma- 
niere que les sommes des nombres figure's d'un 
ordre quelconque m"*, donnent les nombres 
figure's de Tordre suivant m-j-i"'. 

§ 147. Pour obtenir les nombres figure's da 
quatrieme ordre soient de'compose's les nom- 
brfes figure's du troisieme ordre , dans les nom- 
bres figures du second ordre dont ils sont les 
sommes , et que cette somme soit de*signe'e 
par lí'". ; On obtient : 
1=1 , 
4=1+3 
io==i-[~3+6 
3o=i+3-f6+io 
35=1+3+6+10+15 

n(fí+i)(72+2) . - , ^ , , ^ , ■ n(n+i) 

' =1+3+6+10+15+ •...;. -^ . 

1.3.3 1.2 
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On a, í"'=7i+3(«-i)+6(ii-2)-hio(n-3)+ . . . !ííí±i\»-(„-i)) 

^„(i-|-34-6+io+i5+ .' . .í^^\ 

" 1.2 

-(».3-f-a.64-3ao+4a54- • ^ÜZ^^ttl) 

1. 2. 3 ^ 1. 2. 5 ' 

ttf (n-^ó). 8 = ~ . 

1. 2. 5. 1. 2. 5. 4 

On demontre syntlietiquement cette for- 
mule irouvee analytiquement , en prouvant 
que, si elle est vraie pour une cerlaine va-* 
leur de n^ elle est vraie pour la suivante. 

Que la somme des n nombres figure's dii 

troísieme ordre ait ete' prouvée étre 

'2(/2-f-i)(n+2)(n+3) , ... 

= ' — : a cette somme soit aioute 

1. 2. 3. 4 ' ^ , 

le 72+i"" nombre figure' du méme ordre j on 

obtíent: K^+^)(^^)(^+g) , {n+l){n+2)in+5) 
1. 2. 3. 4 "^ 1. 2. 3. 

~~ (7+0=- 



i, 2. '3. 4 1. 2. 3. 4 

§ i48. Pour oblenir les nombres figures du 
clnquiéme ordre, ou les sommes des ñoní- 
bres figures du qualriéme ordre , soient de'- 
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composes les nombres figures du qualrleme 
ordre , dans les nombres figure's du iroisíeme 
ordre , dont lis sont les sommes ; el soit 5*^, 
la sómme des nombres figures du qualneme 
prdrc. On aura : 



5 =1+4 

i5 =i-f-^i-f-io 

35 =i-|-4-f-io-f-2Ó 

70 =i-j-4+io-|-2o-f-^5 



—=1+4+10+20+35+ . . .-] 

1 4 f 1.2. 5 

5IV =i.r*-^4(/i-iJ-hio(«-3)+2o(«-3)-f 35(w-4}+ . • . " 
n(«+i)(/2+2) 



1. 2.3 



(ti — f/i-^l)) 



7f/a+iV/í+2) 

I. 2. O 

.n(7i+i)(n+2) 

—(1.4+2.10+3.20+4.35+ .... (/í-i)( ! !— ) 

1. 2. 3 

w(«+i)(/i+2)(/i+3) n(n+i)(7i+2)(/7+3) 

1. 2. 3. 4 ^ 1. 2. 3. 4 ^ 

1. 2. 3. 4 ^ ' ' ' 1. 2. 3. 4. 5 

^^* Cette formule trotivee analyíiquemeni se 
demontre synthetiquement , de la méme ma- 
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Bierfe que les pre'cedeptes, en prouvañt que 
si elle est vraie pour une certaine valeur dé /i, 
elle est vraie pour la suivante. En efFet : 

1. 2. 3. 4. 5 "• 1. 2. 3.^ 4. 
{fi^i)ln^i){n^5){n^) n (/^+i)(//4a)(»43)(^-f4)(n+5) 

1, 2. 3. 4 ^5+^"" 1. 2. 3. 4. 5 

$ 149. Les expressions gene'rales des nom- 
bres figures des cinq premiers ordres sont done: 
n 



1 








n 
1 ' 


72+1 

• 
2 






n 
1 * 


W-Hl 7Í-+-3 

a 3 






n 
1 ' 


,«-+•1 «H-3 
a " 3 • 


w-t-5 

4 • 




n 
1 ' 


a 3 


n4-3 

4 • 


B.+4 

5 



De la, on est porte' á Gonclure par analo- 
gía, que les expressions generales des nom- 
bres figures des ordres suivans, sont suQces- 
«ivement: 

n^ 7^4"* '^"f"^ '^"f"^ ^iV '^"f"^ 
I • "J"' ""3~- "T" ""T" "~6. ' 

» 7^-f-l 7^-^-2 »-j-3 »-j-4 7Írf-5 i>4"^ 

I' 2 • "'s^- "~4"- "lí'"' T" 7 ' 

7» 7^^j[*■x »-f-a n-(-3 »-}-4 »-|-5 7^-f"^ ÍÍZ 

í* a • T"- "T^- ^"^-* nr* 7 ' "T"*^ 
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et qu'en general , le /»"* nombre figur¿ dií 

7w°* ordre est: ^ ' 

n w+i /2+a 7Z+5 n-\-{rn — i) 

Pour confirmer cette analogíe par une de* 
monstration rígoureuse, je vais prouver que 
si la formule est vraie, tant pour un terme 
quelconque des nombres figures d'un certaiu 
ordre, que pour les termes de Fordre sui- 
vant jusqu'á une certaine valeur de n^ elle 
est aussl vraie pour le *terme suivant de cet 
ordre. Soit done : 

n 72+1 ;2H-a /z+S ' n+{m — 1\ 

12 3 4 m 

Texpression -ge'rie'raíe , demontre'e vraie, du tí"* 
nombre figure du rrT^ ordre. Soit aussi , 

n 72-hl /H-2 72-4-5 TZH-TW 

12 3 4 772+1 

l'expression des nombres figures du 7724-1"* 
ordre reconnue vraie pour une certaine va-^ 
leur de 72 : j'affirme qu'elle est aussi vraie 
pour une valeur de n superieure d'une unilé. 
En effet , 

^ ^+^ wj-a w+5 n+m , iz+i »+3 n+S fn-f-m) 

2 a 3 4. m+i~ 1. 2 3 n 

w-f-i »+2 7i-j"^ w+4 n-f-Tit n j^ 



Orares i«'. 2*. 3«. 


4«. 


5«. 


€•. 


7*. 


8«. 


9'- 


O. 1^ 1, 1, 


1, 


i> 


i> 


V 


1, 


li 


I. 1, 3, 3, 


4, 


5, 


6, 


• 1> 


8, 


9. 


II. 1, 3, 6, 


io> 


i5. 


21, 


28, 


36. 


45, 
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= í±i.^.^.^ n^x±m f^^^^i^ 

12 3 4 m+i 

qui est conforme a la formule supposee , eu 
.subtituant n-^\ á n. 

Tableau deis nombres figures. 

1. 
lO. 

55. 

III. i, 4, lo, 2o, 35, 56, 84, 120, i65, 220. 

IV. 1, 5, i5, 35, 70, 126, 210, 33o, 495, 715. 
V. 1, 6, 21, 56, 126, 252, 462, 792, 1287, 2002. 

VI. 1, 7, 28, 84, 210, 462, 924, 171b, 3oo3^ 5oo5. 

VII. 1, 8, 36, 120, ' 33o, 792,1716, 5452, 6435, 11 44o. 

yill. 1, 9, 45, i65, 495, 1287, 3oo5, 6435, 13870, 253io. 

IX. 1, 10, 55, 220, 715, 2002, 5oo5, ii44o, 253io, 5o62o% 

X. 1, ii> 66, 286, 1001, 3oo3, 8008, 19448, 44758, 95578. 

Dans ce tableau , les termes d'un méme 
ordre occupent une méme lígne horizontale, 
et les termes qui occupent les mémes places 
dans les difíerens ordres, sont sitúes sur une 
méme ligne verticale. 

Chaqué terme d'un ordre est egal a la somm^ 
de tous ceux de Fordre precedent, jusqu'á ce- 
lui qui occupe la mém^ place ; ou bien cha- 
qué terme est egal á la somme de tous les 
termes de la Ugne horizontale pre'cedente ^ 
prolongee jusqu'a la méme ligue verticale*, 
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Se la y chaqué terme est egal k la ^omme cíe 
deux termes qui le^ pre'cedent , l'un dans la 
méme ligne horízontale, et Faulre dans la mema 
ligoe verticale. 

Les colonnes verticales et les ]ígnes ho- 
rizontales, a e'gale distance cfaacune des pre- 
mieres de ees lignes, sont compose'es des mémes 
termes* 

Pour les nombres figure's du /w"* ordre ^ 
les termes successifs sont : 

7nr\-i m^i m-^a íw-|-1 7?t-[-3 ?»-j-i ?»-|-4 

m-f-i ^db? wi-|-i m-|-(/i-i) 

I 5 1 , n — 1 ' 

n 7^4-l 7^-^-2 7^4-(/ll — 1) 

ou, -. ri-. -in- j:xi_^_¿. 

II convient de prendre la premiere expres- 

m+i m+(/í — 1) , 

6ion -^ , lorsque m2>n. 

1 n — I 

U convient de prendre la seconde exprés- 

n n-^(m—i) 

sion - . . . . • . f 9 lorsque m<ji. 

1 m 

§ i5o. Si on renverse les expressions des 
•nombres figures , on obtient les inverses de 
ees nombres. Ainsí^ Fexpression genérale des 

inyerses 
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inverses dps nombres tríangulaire^ y est 

-; ry celle des inverses des nombres py-i 

1. ^. 3 

ramidaux est -- — '—^^ -. En general, Tex- 

pression des inverses des nombres figures dii 
m orare • est / ■ ^, ^ -j 

On peut de'compoíer chacun des inverses 
des nombres figures d'un certaiii ordre , dans 
deux inverses des nombres figures de Fordre 
précedent 9 dont.Fun lui correspond, et donl 
Tauíre suit te dernien En eflet^ 

n(/i-¡-i) n n-j-i'* 

En general, „(^,)(¿_^2)— T^^Z^j^ZZÍ) 

$ i5i. De lá, il estaise de troüver les som- 
nies des inverses des nombres figure's* 

!• Solt 5" la somme des inverses des 7Z pre^ 
lalers nombres triangujairesj 
TQme 11^ ' P 
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. =1— 

— 1 

1.2 


4 






1 

2.3 


h- 


-i 




1 

3.4 

• 




i- 


_1 

4 


• 

1 

(n-i)n 






1 1 

72-1 ^ 


1 






1 


«(«4-i) 


. - W 


Done,*" =2(1 


i 







72-|-l 
1 

Or, plus 72 est grand, plus — ^ est peút ; 

et cette quantite peut étre rendue plu* 

petite qu'aucune quantite assígnee ; done aussi, 
la somme des inverses des n premiers nom- 
bres trlangulaires peut differer de a y moins 
tpie d^aucune quantite' assigne'e. Le nombre a 
est la limite en grandeur de la somme des 
inverses des nombres trlangulaires, á commen- 
cer par le premier d'entr'eux. 

11. Soit «'" la somme des inverses des n 
premiers nombres pyramidaux. 





ChAPITB.£ 


íÍ3=|(ri- 


-¿1 


á-4=|c 




S.4.5-^í 





X. bí, 



,^ L =Ar _í 1_) 

Partant , la limite én grandeür de la somm^ 
des inverscs des nombres pyramidaux est 1 1. 

III. On irouve de méme, que la somme s^ 
des inverses des n nombres figures du 4"** or- 

1.2.3.4 i 1 

est - ( ^--^ (n^iXn+2Xn+5)y^ 

el partant , que la limite en grandeür de cetté 

sommé est i^. 

En general, la somme s^ des inVer&es dies f^ 
preaiiers nombres figure's du m"* ordre ^ est 

et la limite en grandeür de cette somm^ 
m 

m — :! 
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§ i53. La determlnaüon , tant des sommes 
des inverses des nombres figures, que celle 
des limites de ees sommes , est fondee sur 
la decomposition en facteurs des denomina- 
teurs des fractions qui les exprimen!; aussi 
les formules obtenues par Celte de'composi- 
tion , ne peuvent-elles pas s'appliquer aux 
cas oü elle n'a pas lieu. 

En parliculier , ees formules ne peuyeñt 
pas s^appliquer aux inverses des nombres na- 
turels ou des nombres figure's du premier or- 
dreá En effet , Fexpression de la limite ap- 
plique'e a ce cas, devient¿; ce qui indique 
son impossibilite'. 

J^aíErme que la somme des inverses des nom- 
bres naturels n'a aucune limite en grandeur. 

Lemme. Soit une suite des termes inverses 
'des nombres naturels; faffirme que la somme 
des deux termes extremes est plus grande , que 
la somme de deux termes egalement eloignes 
.des extremes. 

Soient m — n et m-f-n , les deux nombres 
¿aturéis auxquels re'pondent les deux termes 
extremes; et soient. 7» — tí' et /;^^-7^' deux au- 
tres nombres naturels compris entre les pre- 
miers, et respectivement egalement eloignes 



Chápi TRfi X; 55 

Weixtj de maniere que r¿<Cji. J'aíErme que 



tn — n Wr^-n m^—^n m^n 

_ . 1 1 sam 

Dém. 4^ = y et 

1 1 2m 

— 'i H ', = TTi done, ees deux 

m — n m-^n mm^n n 

somnies sopt entr'elles comme mnt-rJrJ et mm-nni 

Mais, puisque 7Í<Zn^mm — n^rí^mm—nn^ 

done, la premiere somme e'st plus grande qué 

la seeonde. 

i 

1*'. Cor. Eq parliouller , le nombre des ter- 
mes etant impair , la sotnme de deux termes 
egálement eloigne's du terme nioyen , est plus 
grande que le double du terme moyen, 

2*. Cor. La somme de tous les termes est 
plus grande que le terme moyen pris autant 
de fois qu*il y a de termes* 

^Appl Soient — ^ — —], — — . ^ . , — ; , 

1 1 1 
• — - — , aw+i ter-» 

tnes' successifs de la suite des inverses des 
pombres naturels, á partir d'un terme a^si* 

gne , — j j'aífirme qu'on peut determiner n 

» 3 
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de maniere. que la somme de tous ees tenxiei^ 

soit plus grande que IHinite'.. 

En effet, la sanime de tous oes termesr est 

plus grande que 2zH-l fois le terme moyen , 

2/Z-4-1 -. - . a/2+1 , 

ou que -^ . Mais , =i > lorsque 

h=m—i ; done, m elanl plus grand que Fu- 
nitéy op peut toujours déter«iin^r tí de ma- 
niera que la ^omme de tous les tenxies soit 
plus grande que i, 

- iV+-^-4^> 27.^>M ir+"úr> Si.:ÍT>^. 

' Conclusión principales Dans la suite des 
inversiés des nombres naturcls, on peut'pren- 
dte-autató qü'on le veut desuites successive& 
da termes, telles, que la ¿omme de chacune 
d'elles est plus grande qué Funlle j ct par- 
taní aussi , on peut y prendre une suite de 
termes dónt la somme vaille plus que Funité 
prise un nombre de fois aussi grand qu'on 
ié veutjdonc'la somme des in verses des nom-, 

J)pcs naturelsu^a aucunf limite en grandeur (i). 

» , » ■ ■■ ■■» 

(i) La démonstration que je' viens de donner de 

p.ette propriété de la suite- des jiuverses de^ iiomi)re$ 

, naturels, me paroít plus lumineuse qué la démons-. 
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Défin. La suite (fes inverses des nombres 
¿aturéis , a ete' appele'e suite ou progression 
harmonique , á cause de rapplitátian de se» 
^remiers termes aux accords fondaméntaux 
de la music^ue : elle trouw encoré d^áutres' 
appücations á la physique. On a etenduL son 
nom á toutes íes sultes qu'on oblíent quand 
on divise urie quanüle constante par IfesU'er-' 
mes d'une progression arithtnetiqme. Trot's tét-«- 
nies successifs d?une progression hatmóniqne^ 
formenl une proportion* harmonique áoíitiiiue;' 

leur expression ge'nerale, est . - , -, 

a — a a a-+d 

et partant , ees trois termes sont enlr'eux 

comme a(a-4-£¿), {a+d){a — d)^ a{a — d). 

La difierence des deux premlers termes est 

d(a-+-€2)j la difiFe'rence des deux derniers est 

d(a — d) j et partánt , la diSerence des deux 

premiers termes, est á la diflerence des deux 

derniers , comme le premier terme est au troi» 

siéme ; tandis que dans la proportion ge'o- 

me'trique ees deux differences sont entr elles 

comme le premier terme est s^u second. 

tration indirecta , donnée par J*^. Bernouilli ; et plus 
simple Ique la déiuonstratioii directa, donnée v par 
Jaq. Bernouilli. Fby, le traite des suilies infinies do 
ce demier á la snite de Vjírs cünJectandL 

P 4 
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Soient a^byCy trois termes.d'une prot^orüoii 

liarmonique; de la proportion tíf^6;6-c=a;c; 

^n peul tlrer Fequation ac-bcz^zab-ac j et de la , 

deux quelcopques des trois quan tiles a^ ¿^ Cj, 

e'taotjiQnpees^ on peutdeterminerlatroisiéme. 

^ , a^ I *^ i ^<^<^ 

On a cr= — -^ a= — 7^6= ; ct par- ' 

2a-b üc-b «+c '^ 

^ tdpt , }e moyen harmonique entre deux nom-^ 

ll^es donnes 9 est iroisieme proportionnel au 

xnoyen aritbmétique et au moyen geométriqu^ 

!^íx\x% ees deux nombres* 
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CHAPITREXI. 

Sur les Permutatíons et sur les Combinaisonsj, 

Fkbmijskb Partie. 
Surtes Permutatíons ou changemens<fordre: 

§ i55.i^oi£NT deux lettres ou quantites quel^ 
conques differentes, a el b^ elles peuvcnl élre 
raogees de deux manieres ^ ab^ ba. 

Soient trois leltres diffe'rcntes, a^ ¿, c; 
une quelconque de ees letlres , telle que a^ 
occupant uue place de'termine'e telle que la- 
premiere , les deux autres letlres 6 et c peu- 
yent étre arrangees de deux manieres dans les 
deux places restantes. Mais chacune des trois 
letlres pcut occuper cette place determin^ej 
done y le nombre des manieres dont ees trois 
letlres peuvent étre arrangees, est 5X3 OU 6, 
conformément au tableau suivant : 
übc bac cab 
ucb bca cba 

Soiejit ^atre lettres düfferentes a, &> c, d¡ 



58 i ÉI^ÍMEITS D'Ali&iíBREy 

queJK que soit la place qüfoccupe une de ceiá 
letíres, les trois autres lettres peuvent étre 
arírangees de six manieres ; mais cnaque lettre 
peut occdper cette place de'termine'e; dpnc^ 
le nombre des arrangemens de quatre lettres 
^t 4x6=24=4x3X3X1. 

Olí montreroit de méme que le nombre 
des manieres dont peuvent étre arrangees , 

5, 6, 7, 8, 9, lo .• n lettpes diñe- 

rentes y est exprime par le produit continuel 
des 5, 6, 7, 8, 9, io .. . . • /» premiers nomr 
bres naturels* 

Exemp. Le nombre des manieres de dis- 
poser les 24 lettres de Falphabet., est exprime 
par le produit continuel des 24 premiers nom- 
bres n aturéis. 

$ i54. Dans ce qui pre'cede , j'ai suppose 
'que toutes les lettres a arranger e'toient diffe- 
rentes. Que parmi n lettres , il y . en ait 
deux qui soient les mémes , par exemple ^ 
deux a. Pour chaqué arrangement determine 
des n — 2 lettres restantes , les deux lettres 
semblablés a auroient e'te suscejttibles de deux 
arrangemens difierens si elles avoient e'te' diffe- 
rentes. Ces deux arrangemens sqnt réduits á 
un seul si elles sont les mémes; et partant^ 
le nombre total des arrangemens de n lettres 
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Hont ís seulement sont semblables entr'etles ^ 
est reduit a la^moitie de ce. qu'íl seroit $i 
toutes les Ieítre§ etoi^ot differentes. Ce nom-* 

1 f !• 3| O» 4 ^ • ••• ?í ff f r 

bre est done = 5. 4. 5 . . . tz. 

a. a 

De méme^ que trois lettres sorent semblables 

entr'elles. Le nombre des arrangemens aux-^ 

quels donneroíent lieu toutes les lettres si elles 

eloient toutes difierentes cntr'elles , doit étre^ 

divise' par le nombre des arrangemens dont sont 

susceptibles trois lettres difierentes, le nombre 

cherche' des arrangemens auxquels donnent 

lieu n lettres dont trois sont sen^blables entre 

1.52.3.4!. 5. • n 
elles, est dono ' ' ' "" =^4.5.6.7 ;.,w, 
1-2.3 . . 

En ge'Qei:al, que d^ /^ lettres il en y ^\X¡ 
m semblables entr'elles. Le nombre ,des arra4-) 
gemens auxquels doi\nenj liey. ees n lettres .est 
1.2.3.4 ... m(/7i-(-i). . ./* ' 

^2.3.4... 771 V ^-r A -T A -r ; 

§ i55. Que de m lettres, il y en alt m 
d'une méme espece , et zw' d'une autre espece. 
Le nombre des arrangemens auxquels auroient 
donñé Keu les H^—jn lettres , si élles avpient' 
été toutes dífferentes -entr^elles , doit etre di^- 
vise par Je nohabre des arrangemens auxquels 



aurolentdonnelieulesTTi' lettres, siellcs avoient 
ele differentes r ce nombre est done : 

(m-H)(m+a)(m-+-5) n 

1. 2. 3 rn!* 

S'il y a de nouveau m" leltrcs d^une troi- 

sieme espece, le nombre des arrangemens sera 

(/;i-4-i)(m-f'2)(mH-5) . n^ . . 

i -^ ^^—7 — ' = ^ j el amsi 

{1.2.0 m . 1* 2. o • • • . TTZp 

[des autres. 

En gene'ral , on doit diviser le produit €on- 
tinuel qui exprime le nombre des arrangemens 
auxquels donneroient lieu toutes les lettres 
si elles e'toient toutes diflerentes , par le pro- 
duit continuel fait des produits qui éxpriuient 
les arrangemens dont seroient susceptibles 
les I^ttres de chaqué espece y si elles etoient 
'diflerentes. 



§ i56..Le cas le plus important et qui se 
presente le plus souvent , est celui oü les let- 
tres á arrangej: sont de deux esp^ces seule- 
ment; en sorte que de n lettres , il y en a ttí 
d'une espece , et n — m de Fautre. 

Le nombre des arrangemens aütquels cé cas 

r, ,. 1. 3. 5. • . 77Z.m-4-1.77^+-3» • • í^ 

donne lieu est : = — = 

1.2*^* • nTTt. i*í^»o . . .n — rii 
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i.a.3.4.. . (/g-m)(/t-(/yi"i))(/^(iit-a)). . .n-2. ru-i. n 
1.2.3.4.... w-7». 1. 2^ 3 1» 

__ w{ra-i)(n-2) ..... w-(yyt-i) .^ (m-f-iX^yH"^) ^ 

1. 2. 3 ... . m 1. 2. .... . 7l-Jfl' 

II Gonvient dé prendre la premiere de ees 
expressions ou la seconde , suiyant que m 
est plus petit ou plus grand que la moitie de 72.. 

Yaleurs de m» Nombre des arrangeintns corre spoudans, 

1 n 

»-i 

2 
n-2 

3 
»-3 

4 

n-4 
5 

7Í-5 



771 n n — 1 71— -2 n — 3 w-i-4 n-fm-i) 

'»-'» 1 ' 2 ' 3 • "4 5~'* ^i • 

» 71-1 7Í-2 7»-3 7t-(77*-l) 

Or, 1 expression -• — • -^"^ m~' 





' 1- 




n 71—1 




1 • 2 • 




n n — 1 n — 2 




i' 2 • 3 • 




n n — 1 7^— 2 n — 3 
S 2 • 3 4 • 


— 


n h — 1 n — 2 71— '3 n — 4 



me 



est celle du n — (jn — x)™* nombre figure' du vi 
ordre ; partant, le uombre des manieres dont 
peuvent étre arrangées n lettres dont m sont 
d'une espece^ et n-m sont d'une autre espece. 
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est egal au nombre a^— (m^ir ^S^re du m""* 

ordre. 

On peut done appUquer áut permutation^ 
des assemblages de lettres de deux especes^ 
ce qiii a ele remarqué sur les nombres fi- 
gures dans le § i^. En partlcuüer, la somme 
des arrangemens de n lettres de deux espfeces 
en supposant, l^ m lettres d^une espfece , 
' et 2^ w+i lettres de cette espece; est egale 
au nombre des arrangemens de n-f-l lettres 
de ees deux espfeces , en süpposant wH-i let- 
tres de la premiere espece. 

En effet, les deux premiers nombres sóntí 
n ñ-^i y»— a n — 5 n'{m'i). 

n n — i n — 2 n — 5 n^jm-i) n — m 
l''^^" 3 ' 4 "* ni 'm-\-i^ 
n n — 1 n — 2 n — 3 /^(m-i) T^t 
leursommeesl Y-""J~>"~3~* 4 m w^+i 

7i-[-i 71 w — 1 /t — 2 n-^-i — m , 
"^"T^'á* 3"' 4 *" wi-j-x 
ce qui est le nombre des manieres dont peu-* 
vent étre arrangees w+i lettres de deux es- 
peces, dont m+i sont d^une espece. 

§ 167. Soit fait n egale aux nombres na* 
turéis successifs á commencer par Funite; et 
soit fait m egale á toutes les valeurs fentiéres 
depuis zéro [usqu^á 72* 



Chapitrb XI. 
On ohtient le tableau suivaut : 
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1 

3, 3, 1 

4, 6, 4, 

5, lo, lo, 



1 
5, 



1 

6, i5, 2o, i5, 6, 1 

7, 21, 35, 35, 21, 7, 

8, 28', 56, 70, 56, 28, 

9, 36, 84, 126, 126, 84, 36^ 9, 1 

, 10, 45, 120, 210, u52, ñio, 120, 45, 10, i^ 



9, 



Dans ce tableau, ( appele triangle arith^ 
métique , de Pascal ) , íes coloanes verti- 
cales sont composees des nombres figure's de 
tous les ordres süccessifs, dont Porigine cst 
successivement abaissee d^un rang; et les rangs 
horizontaux sont les nombres que Fon trouve- 
roiten joignant diagonalement dans le tableau 
du $ 149 deux nombres e'quldistans de Pori- 
gine , dont Pun est pris dans la premiére ligne 
horizontale, et dont Pautre est pris dans la 
premiére ligne verticale. 
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Seconde Partí e. 
Sur les Combinaisons. 

On entend par combinaisórts ^ sulvant Pe- 
tymologie de ce mot , les manieres de prcn- 
dre des quantites deux á deux. Mais on a 
ge'neralise Facception de ce mot (aiusi qu'on 
r^ fait dans le discours ordinaire), en Fe- 
tendant aux manieres de prendre des quan- 
tites trois á trois, quatre a quatre , cinq á 

cinq, six á six , etc Cependant, pour 

e'viter des repetítions et des longueurs , qu^il 
me soit permis d'introduire les mots ternai- 
sons, guaternaisons j quinaisons , pour in-- 
diquer les manieres de prendre des quantites 
trois á trois, quatre á quatre, cinq a cinq, 
eu ge'ne'ral , d'exprimer par mnaisons , les 
manieres de prendre des Icitres m km. 

$ i58. Soient n lettres; on demande les com* 
binaisons ( proprement dites ) auxquelles elles 
donnent lieu. 

Une quelconque des leltres proposees peut 
élre prise avec ohacune des n—\ lettres res- 
tantes ; ce qui donne lieu á n{n — l) com- 
biqaisons de ees lettres, si on a e'gard á 

Fordre 



' Chapitre XI. 65 

l'ordre ou á rarraagement des deux letlnes qui 
tjomposent chaqué combiriaison. MáÍ5 il se 
trouve loujoufs deux combiiiaisons compóse'és 
des mémes letires; el partant , si oá ñ'a pas 
^ard á Fordre daús chaqué combinaisón j 
leur nombre est la hioilié du nombré preCe'* 
• - . . n(n—i) • .::-•.• " ;> 

dent.ou -. . . 

•a. 2 • ' 

Ce nombre est le méme que celui- íÍejs^ ma- 
nieres, dontpeuvent etre,pern)utees/2 let^es, 
doni.deux. d'une espéce, et n-^2 d^íi^e áur 
trcespece. II est ai&e de montrer cette cor-, 
respondance comnie ilcsuit. Le .nombre des 
mamares de prendre n leilrés deux a^d^ux y 
estlejméme que le nombre des manieres. dé 
prendre deux a deux n places, pour y placer 
les deux letlres de la premiere espece* 

Ce nombre est aussl le. tí — i"* non^bre trian^ 
guláirc , et iL est eocore facile dp[ mqntrer 
cetíq corre^pqi^daxiqe.; .en effet, l^.pr^epai^re 
leUre pev^t ctre:pri^e. avec les i?-r^i :lett^e3 
restanj^s j la second^ JfíUre , aya£itpd^'¡j( éié 
|>rise,.avec la * ipremiere ;, ne p^ut pIv^K/^K? * 
prise qu'avec le? «— 2 lettres restant^^ ^qjiand 
on n'a pas égard á Tordr^ ) ; la^ troisieme 
lettre ayant ele pfl$^ ^vec les delii ^rc-i 

Tome IL E 
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preoueres , ne peut plus étre prise qu'avec 
les n — 3 lettres restantes, et ainsi de suíte, 
jusqu'á ravant-derniere lettre ou »^-i"* , qui 
dolt étre prise avec la derniére. Partant , le nom-^ 
bre des combinaisons de nlettres, en n'ayant.' 
pas egard a Fordre , est exprime par la somme 
des n — 1 premiers nombres naturels^ ou par 
le n — i"* nombre triangulaire , lequel est 
(n — i)n 

' 1.2 

' § 169. Soient^ lettrés^ on demande le nom^ 
Ijre des manieres de les combiner trois k trois 
ou les ternaisons auxquelles elles donnent lieu. 
Une quelconque des n lettres proposees 
|)eut former des ternaisons avec les combi- 
naisons ( proprement áinsi nommees ) des n-i 
lettres ' restantes j^ lequel nombre , en ayant 
egard á Fordre , est (/í— i)(«— a) ; et partant , 
lé nombre des ternaisons de n lettres, en ayant 
egard á Fordre , est n{n — i)(w — a). Mais , si 
bn n'a pas- e'gard á Fordre, ce nombre doit 
étre redüit á la sixieme partie de lui-méme ; 
car il y a six ternaisons compose'es des mémes 
lettres differemmérit arrangees. Partant , le nom-* 
bre des ternaisons, en n'ayant pas e'gard á For*- 
n. n^—i.n — a ' 
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Ce nombre est le méme que celui des ma-* 
Dieres de permuter n lettres^ dont 3 d^une 
espece et n — 3 de Pautre ; ce qui se montre 
par le méme raisonnement que pour le cas 
des combinaisons proprement dites. 

Ce nombre est aussi le n— a"' nombre py-» 

ramídal : on peut montrer cette .correspon-^ 

dance á peu pres de la méme maniere que 

pour le cas precedent. En effet , le nombre 

des ternaisons dans lesquelles entre la pre-« 

miere lettre\ est le nombre des combinaisons 

autquelles donnent lieu les n-^^i lettresires- 

, _ (n-— i)(7i — a) , ^ 

tantes « lequel est : le nombre 

des ternaisons dans lesqilelles entre la seponde 

lettre sans la premieres est le. nombre de» 

combinaisons d^s n — a lettres restantes y le^ 

, (/í— a)(/i-.3) I , , 

quel est * — / le nombre des ternai-* 

-^i. a. • 

sons dans lesqueUeS entre la troisiéme lettre 

sans les deux premieres , est le nombre des 

combinaisons des n — 5 lettres restantes y le« 

, (/í— 3)(/i— 4) . i - . . „ 
quel est , et amsi de suite jusqu á 

la n — a** lettre, qui formera une seule nou- 
:telle temaison ayec les deui dernieres lettres.^ 

E a 
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Done le nombre des ternaisoná de n lettres 
est la 30iBme des 7^2 preiüiérs nombres trian- 
-gulaires , ou le tí— a"* nombre pyramidáL 

§ 160. On ínonlre de la méme maniere, que 
le nombre des manieres de prendre n lettres 
quatre á qyátre , ou le nombre des quater- 
naisons auxquelies. elles donnent liéu', est 
(w-3)(«-?)(/í-i jií , en ay^nt egard a leur ordre et } 

(n —5){n—f^)(n—i)n • , , 

1 — T , en n ayant pas egard a 

Jcur ordre. Ce nombre est le méme- que celui 
des permutations de n lettres , dont 4 d'une 
especeet7Zr-4 de Tautr*]; et on montre, coname 
prece'demment , la source de Pidentite' de ce 
noitíb^e ei du n—^T nombre figure du qua- 
trieme Wdre. *:'.;- 

5 161; Le nombre des mahieVes de prendre n 
létires-'/^ -á m est 2. ^Ü. -2=2. 2=!. ..^Jl). 

1 2 S 4' m 

qnand on n'a pas^ egard á Fordre- datos cha- 
<5[ue maniere de les' prendre; et partánt, le 
w— (m-^i-y"' nombre figíífe' du m^^ ordre , et 
il est egal au nombre des permutations de n 
lettriefr,"dont m sont d'une espéce et les n — m 
fcstantes d'une autre espece. 

Le proce'dé de la démonslration géneVale 
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áe cette "propositioa est conforme á celui qui 
41 ele cmploye daos les ^ i5i et i4o j savoir : 
que la proposiüon aít e'te demontrée vraie 
pour toutes les valeurs de m Gorrespondantes 
a une certaine yaieur de rí , elle sera anssi 
Tíaie pour toutes les valeurs de m corres- 
pondántes á uñé valeur de n supe'rieure d'une 
ünite. 

Soient done n leltres á prendre m k rnj 
Une quelconque de ees lettres peut étre prisc 
avec les n — i lettres restantes , prises m-— i 
a m — 1 jen ayant egard á Fordre, le nombre 
des manieres de la prendre est suppose étre 
[n — i){n — 2){n — 5){n — 4) . . . (n — i) — (m— 2) 
=(7z — i){n — 2)(/i — 5)(n — 4) .... n — (m — 1). 
Fartant , en ayant e'gard á Pordre , le nom- 
bre des manieres de prendre n lettres mh .m^ 

est n(n — i)(n — 2)(n — 3) n — (771-^1). 

Mais , le nombre des mnaisons composees des 
mémes lettres , est celuí des permutatlons des 
lettres qui les composent, lequel est i.2.3...7n. 
Fartant, le nombre des mnaisons en n'ayant 

pas egard a rordre est, ^ -'— . -5-. -5—. • • '^ ■ 

il est done le n — {m — i)""* nombre figure du 
m"*** ordre } il est le méme que le nombre des 
permutations de n lettres , dont m sont d^me 

E 5 
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espécif, et n— m sonv <i'une autre especei 
CqrqL Le nombre de$ combinaisons de n 
lettres prisesm a m, est egaí a }a sommie dea 
combinaisons de »-^l leitres príses mr^^i k 
m*-i j et m a m. En effet ^ 

>í-^i ?»— ^ n-^(m— fi) n— »i n — p!2 n^^m. 

■ . ■ ■ < ' • • » • • — — — — — — -*^ ■■ ■ ■ ■ « ■ • » • • — — 

1 a 3 m — 1 ^ ^ tf$ * 

n n — 1 n-^lk »-^iw— i) 

5=5 ^ * — — • — =- . • • * • 

13 5 m 

$ i6o. La doctrine des combinaisons et ceUe 
des permutations ( intime'ment liees Tune a 
Fautre , de maniere que I'une peut étre ra-^ 
menee á l'autre ) ^ est^ pour la parde ma-- 
tbe'malique , le fondement de la doctrine des 
probabilites ^ si feconde en applications im-^ 
portantes. 

Je me contenterai de proposer deux de ce& 
applications ^ sans entrer dans leur develop-^ 
pement* 

De'terminer toules les manieres d'amener 
des points donnes avec des des brdinaires en 
nombre donne'. Calculer la nature de la lo-* 
terie appelée loto génois. 

^ut. appl. Connoissant les nombres pre^ 
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miers qui sont diviseurs (Fun nombre donne , 

on demande de de'terminer tous les diyiseurs 

da méme nombre. 
Soitn lamultitude des nombres premiers ine- 

gaux entr'eux , diviseurs du nombre propose.^ 

Diviseurs du nombre propose\ 

1*. L'unite'. 

d"*. Les n nombres premien» 

y. Les produits de ees n nombres premier^ 

deux a deux, dont le nombre cst •- " 

' xa 

^ 4^. Les produits de ees n nombres trois a 

... - n n — 1 n — 2 
trois , leur nombre cst • . -. • — =— . 

5*". Leurs produits quatre k quatre ^ • • « « 

^ H n — 1 n — 5 

fcur nombre est • • -. — ; — j 

1 a 4 

6"". L^urs produits cinq a cinq • 

n n — 1 71—4 

hvíT nombre est . . -. ..... — = — ». 

1 a o 

Leurs prodmts en les prenant />->a a n^^^, 

n n — 1 

Bombre - . -^ «r 

1 a 

Leurs produits en les prenant n-x 
a n— -1 ; nombre ..... • n» 
* Leur produit continuel ou le nom- 
bre lui-méme .. ^ . . • • .1». 

E. 4 
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. Les !^ nombres des diviseúrs premiérs crdii^ 
sant comme les nombres, a, ^9^9 6> 6, 7, 8, 

g, 10, II, 12 ; les nombres des divi- 

sems sórit, 4, 8, 16, 352, 64, 128^ 2f>6, 5i2, 
1024,' 2ó48, 4096*. .... 

Aut, exer. • Soit troe figure reciiligne d'un 
nombre donne' de coles. On demande le nom- 
bre des diagonales qu'oh peut y mener j et le- 
Jiombre . des triangles , des quadrilateres , des 
jíeniagones, etc.'. .qu'oíl peut former avec ees 
cóle's et ees diagonales. 
*' § i63: La rapidiíe' avec laquellé crobsént 
les nombres des cpmbinaisons auxquelles don- 
neiit lieu des quantite's dont les nombres vont 
succes^iVement'en croíáséint, fait comprcn^re 
commcnt, avec un petlt nombre d'elemens^ 
on-|)eut obtenir une multitude de composes. 
Ainsr,- avec neiif ou díx caracteres pris pour 
ele'iíiens dañs raritlimetique , on pcfut obtenir 
autant de nombres compose's qu'on le veut. 
Áinsi ^ un nombre limite de :Iettres, suifil á 
touies IciS modifícations des differeus langages* 
Aiosi, un'petit hombre de tóns ele'mentáirés 
fournit á toutés les 49»odulations de la musi— 
que^ un petit nombre deooüleurs fondamen- 
tales suffit á toutes les nuances que presen*- 
tent les corps j et un petit nombre d'el«ímens 
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CU priticiped peut suíBre á tous les produits 
sí Varies de la nature et de Fart. 

Comine un e^emplé toüt á la fois uúle et 
recreaiif de la multitude des composes aux- 
qnels peuvenl donner lieu des principes sim- 
ples et en petit nombre, on peut citer les fi- 
gures diflFe'rentes qu'on peut fairc avec des 
carreaux riii-partis dé deux couleurs se'parees 
par une diagbnale (1). ' 

íl arrive souvept qu'uñe enumeration com- 
plete de toutes les combinaisons auxquelles 
donnent lieu des objets propose's , devien- 
droit tellement longue y qu'unc recherche fon- 
dee sur cette enumeration absorberoit Fat- 
terition la plus forte y et epuiseroit la paúence 
la plus excrce'e. 

Tel est le cas du plus grand nombre des 
jeux de combinaisons, tels que ceux des dames^ 
des écheos^ du trictraCy étplusievirs des jeux 
de cartes , appcle's jeux de socie'te. En vain 
le'málhematicien le plus habile voudroit-il 
latter contre le joueur qui, par un long exer- 
cice , a pris ce que Fon appcUe Yesprit dujeu. 

II est cependant des cas , dans lesquels 



(1) Voyez les Mémoires de VAcadémie des Sciences 
de París lyoi^ 



74 Elémeki» B'Aiia£BB.s; 

oo peut diminuer la multitude des couibinai-* 
8ons, par des considdrations tirees des condi-» 
tions pardculiéres au cas dont on s^occupe. 
Ainsi y dans le §i5q y nous n'avons pas faii 
renumeration de toutes les manieres dont les 
xieuf premiers nombrea naturels peuvent étre 
pris irois k trois, pour obtenir celles de ees 
manieres qui satisfont a Farrangement demande'* 

Je vais proposer, uniquement sous le point 
de vue d'exercices raisonne's de r^chen^he^ 
qnelques jeux qu'on troute dans l^s 0ü-r 
vrages relaüf^ aux re'orealions math^matiques^ 
mais dans lesquels on n'a pas tou|oursr issez 
egard a l'utilite logique. 

Un valet doit faire passer une riyiet^e k 
un loup , a une chevre et a un cbou> l'ua 
apres l'autre i de maniere que la chevre ne 
se trouve avec le loup ou avec le cbou ^ 
qu'en sá pre'sencc., 

Trois maris jaloux se trouvent avec leurs 
trois femmes sur le bord d^une riviére, sur 
laquelle il y a un batean qui ne peut pas 
oontenir plus que deux personnes. Comment 
le passage peut-U se faire de maniere qu'une 
femme ne se trouve pas ^vec que|qu'autre mari 
que le sien en Pabsence de ce dernier? Item^ 
pour un plus grand nombre de .couples y e% 



j 
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pour M;áe plus grande capacite du bateau. ) 

Deux joueurs |ouent chacun avec trois je-* 
tons qn'ils placeiít altornativeinent dans les ca- 
ses d'un carre de trois cases de cote' ; celui*la 
a gagne qui le premier a dispose ses jetons 
demaxuere qu'ils soient sur une m¿me raDgee 
laterale ou diagonale. On demande si le jeu 
est en faveur de l'un de ees joueurs ; et s'il 
est determine en faveur de l'un d'eux y com- 
ment doit-il jouer pour profitev de son avantage? 

A prend 2é cartes qu'il assemble deux k 
deux. B pense deux des cartes re^nies. A dis* 
pose ensuite ees cartes en quatre rangs^ cha- 
cun de oinq cartes« Cómment A doit-il s'y 
prendre pour assigner les cartes pensees par B^'' 
apres que celui-ci lui' a dlt de nouyeau lea 
rangs dansjiesquels se trouventses deux cartes? 
Le méme jeu pour 5 X 6=^0 cartes^ pour 
6X7=43 cartes y etc. 

Pisposer en carre les quatre rois, les quatre 
dames^ les quatre valets, et les quatre as d'un 
|ea de cartes, de maniere que 9 dans chaqué 
sens horiaiontsj , vertical et diagonal 9 il ne se 
trouve pas deux cartes de méme point ou de 
méme couleur. Ce jeu peul sVtendre a ui^ 
nombre impair carre (2/1+1)^ de quantites de 
m^% gentes ^ et de a»+i especes^ Maisj^ 
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je nc sais s^il pcut s'etendre á un nombre pair 
plus grand que 16. , 

On a trois vases non divises , dont les ca- 
pacitéis sont entr'elles comme les nombres 
3, 5, et 8. Ce dernier est plein , et les deux 
autres sont vides. On demande comment ou 
peut obtenir, au moycn de ees trois vases, un 
nombre propose' de mesures , depuis Funité 
jusqu^á huit. Le méme jeu pcut s'étendre á* 
trois vases , dont les capacites sont entradles 
comme des nombres premiers entr^eux ^ et 
tels que la capacite' de Ftm est e'gale á la 
somme des capacites des deux autres. . 
. Distribuer entre trois personncs 21 tonneaux 
dont 7 sont pleins, 7 sont a demi-pleins, et 
7 sont vides y de maniere qu^elles aient cha- ' 
cune le méme nombre de tonneaux et la méme 
quantite' de liqueur. 

A, ayant 24 jetons , en distHbue 6 entre 
trois personnes B, C, D, de maniere qu'il en 
donne un a B, deux á C, et trois a D ; et 
il laisse les 18 jetons restans sur une table« 
II leur dit ensuite de se distribuer á son insu 
trois objets , O' , O" , O'" j de maniere que 
celle qui a Pobjet O' prenne autant de jetons 
qu^il lúi en a donnés j que celle qui a Fob-' 
jet O" , prenne deux fois autant de jetons 
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qu'3 lui enr a donnes; et que celle qui a I'ob- 
jet O"' prenne quatre fois autant de jetons 
qu'il lui en a donnes. ConuDent^ sur l'ins- 
pection des jetons restans, A peut-il de- 
terminer la distribution de ees trois objets ? 

B pense un nombre non plus grand que^S^ 
A, lui demande s'il esUpair Ouimpair j daüs 
le second cas ^ il lui fait ajoviter une unite , 
el dans l'un et Fautre cas y il lui fait prendre 
la moitie ; il lui fait fairé la méme opeVation 
Sur le resultat , pui$ sur ce qui provient d^ 
cette seconde operation ; de maniere que 
B execute quatre operations successiyes. Au 
moyen des quatre re'ponses de B sur la pa-- 
rite ouTimparíte' des resultáis obtenus, A peut 
deviaer le nombre pense par B. Le méme 
pour 5 operations et pour un nombre, noqi 
plus grand que 3a ;:pour 6 operations et pour 
UQ nombre no.n plus graiuL que 64, etc.-^^ 
Iteniy pour le tierfemeut de/s re'sultats^ et.pour 
TadcUtion d'une Ou de deux unile's.si,c^ t^er- 
cement ne peut pas s'execuier, et pour les. li- 
mites, 9, 37, 8i . . . . . des nombres penses , 
pour 2 , 3 , 4 , . . . . operations successives., ^ 

A prend un jcu de 52 caries doul il fait 
quatre monceaux, chacun de i3 caries. B pense 
jme carte , dii le monceau oü elle esi, el de- 



7d £li¿lI£NS B^AliG^BIlX^ 

tnande que A la fasse venir á tine place d¿- 
termineé du jeu» A remet les cartes en pa- 
quete sans separer les cartes d^un méme mon- 
€eau, en fait de nouyeau quatre paquets-^ cha- 
eun de i5 cartes, en mettant altemaüvement 
une toarte sur chaqué paquet ; il demande 
de nouyeau á B le monceau dans lequel se 
trouve sa carte. Quel cst le plus petit nom- 
bre d^ope'rations et de questions que A doil 
faire pour oblenir lé biit propose, et com- 
ment doit-il s'y prendre? On peut commen^ 
cer ce jeu par des nombres plus petits de 
cartes \et de monceaux; par exemple , par 
trdis monceaux et .par trois cartes á chaqué 
toonceau, 

£tJii£R n'a pas dedaigné de s'occuper 
de recherches analogues aux precedentes. 
Dans les Memoires de Fetersbourg , pour 
1736 , il traite Pexercice suivant de com* 
binaison, sous un point de vue tant parti- 
culier que ge'ne'ral. Une riviére se divise en 
deux bras , et forme une ile. Chacun de ees 
bras continué separement son cours , en lais- 
sant entr'eux^un canal qui termine Pentou- 
rage de Tile. Sur chacun des deux premiers 
bras , il y a deux ponts, qui aboutissent i 
nie ¡ il y en a un sur le canal que les deux 
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bras laissent entr'eux^ et il y en a un sur 
cbacun des deux bras que. forme la riviere 
apres qu'elle a quitte' File y de maniere que 
ees sept ponts aboutlssen^' k quatre regions , 
File y comprise. On demande si pn peut tra- 
Verser tous ees ponts sans passer deui fois sur 
le méme» 
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Développement dwthéoreme binomiat ^ pour 
un exposant entier et positif. 

§ i64. Xj'Ñ^ puissance d'un nombre ( en pre- 
nant ce mot dans le sens propre ) , est le 
produit de ce nombre prls un certain nom- 
bre de fois cómme facteur j V exposant de cette 
puissance est le nombre qui indique combien 
de fois le nombre proposé est pris comme fac- 
teur ; ce nombre indique Fordre de la puissance. 
Ainsi, les pro'duíts, a'y aa, aaa y aaaa ^ 
aaaauy sont suofeessivement les i"*, 2^***, 3"*% 
4°*", 5™% puissances de a, et s^indiquent par 



>nfl >»^ ^^ ^* ^9 

a y a j a j a j a y , 



En ge'ne'ral , Fexpression a" , dans laquelle 
Texposant m est un nombre entier et positif 
indique la m"* puissance de a. 

II suit immedlatement de la definition^ que 
le produit de deux puissances d'un méme nom- 
bre est une puissance de ce nombre^ dont 
Texposant est e'gal a la somme des exposans de 

ees 
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ees deux puissances. Ainsi, a'" X«"=a'*^*^; 
car, dans ce produit a est pris m+rz ibis 
comme facteur, 

Récíproquement , si on divise une puis^ 

sanee d'un nombre, par une autre puissance 

de ce nombre ( dont Féxposant ne soitpasplus 

grand quel'expbsant déla premiere), on apour 

quotient une puissance du méme nombre dont^ 

Texposant est la difference des. deus exposans, 

a"? > . 

On a done — ^a"»-^. 
a'» 

Ainsi • en diminuant successivement d^une 
uniíe' Texposant d^une puissance, on divise cette 
puissance successivement par sa racioe. 

En particulier — =1 j partant , dans Fexr» 

pression — - =«?»-?» , si Tn=Ln , on a i=c¿% 

On peut done presenter Funile sous la forme 
d'une puissance á exposant o. 

$ i65. Soit un binóme ,a-+-6; soient prises 
les puissances successives de ce binóme, en 
mullipliant par a-^-b la puissance obtenue pour 
obtenir la puissance suivante , on trouve : 

Tome IL F 
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(aj^b)^=a6-\^a^b+i5a*b^-j'2oa'bs+i5a3b*+6ab^-j'bt 
(a+¿)7za7+7a6¿+2ia«¿H35a«¿M-35«56*+2ia965+7a6Hly 

Ces : exemples suffisent pour conclure la loi 
que 5uivent les termes du deVeloppement de 
chaqué puissance. 

i". Chaqué terme est un produit ayant pour 
facteurs des puissances de a et de ¿^ tels^ 
que le nombre des dimensions de ces pro- 
duits est egal a Fexposant de la puissance dont 
ón s^occupe } ou qué la somme des exposans 
de a ét de ¿ dans chacun de ces produits 
est e'gale a Fexposant de cette puissance. 

2*". Le nombre des termes de chaqué puis- 
sance est süperieiur d^une unite' a l'exposant de 
la puissance , de maniere que le premier terme 
est la puissance de a de mémé exposaht, et que 
les exposans de ^ dans les termes successift 
vont en diminuant d^une unite' jusqu'a o , 
tandís que ceux de b augmenlent successi- 
Ycment d'une unite depuis le zero jusqu^á Fex- 
posant de la puissance dont on s'occupe. 

5**. Les coefficiens sont les mémes que 1^ 
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nombres qui forment le tableau presente; dans 
le $ 167 ; de maniere que le coefficient de cha- 
qué terme indique le nombre des permuta tions 
d'un nombre de lettres e'gal á Texposant de la 
puissance dont on s'occupe , et qui sont de deux 
especed dont les nombres sont rcspectivement 
égaux aux exposans de ees lettres dansce terme» 

4". Les termes egalement elpigúes des ex- 
tremes sont composes de la méme maniere y 
l'un en a et l'autre en b ; et les coefficieps 
de ees termes sont aussi egaux deux a deux«4 

S^. Ces coefficiens vont en croissant de 
part et d'autre des extremes, jusqu'aux deux 
termes du niilieu, si le nombre des termes 
cst pair , ou si Pexposant de la puissance esjt 
impair , et jusqu'au terme moyen si le nom-- 
bre des termes est impair , ou Fexposant de 
la puissance pair, 

6*, Les xíoefficiens d'une puissance se for- 
ment des coefficiens de la puissance prec€^« 
dente, en ajoutant les coefficiens de deux ter*^ 
mes dont Fun repond a la méme ligne vertir 
cale, et dont^Fautre pre'céde ce dernier; ou, 
ce qui revient au méme, á la somme de deux 
tenues de la puissance precedente, dont Fun 
contieat le méme nombre d'a, et Fautre le 
méme nombre de b , que le terme qwi ea 
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provient de la puissance dont on s^occupe; 
í our demonlrer que cetie loi a toujours lieu; 
il faul prouver que si elle a lieu pour quel- 
qucs valeurs de n , ainsi que cela a lieu en 
icffetpour ses premieres valeurs, l, 2, 3. • . , 
elle a lieu aussi pour les valeurs suivantes. 
Or, cela decoule imme'diatement de la ma- 
niere dont une puissance ^engendre de la 
pre'cedente par volé de multiplication ; savoir , 
de ce qu^elle est la somme des produits de 
cette puissance par a et par h successivement* 

Soit suppose' (a-|-¿)'í= 

", n ^'^^ , 71 w-i 'í-^,* n n-1 »-2 n-5 

a A — a b-h-. .a b -j--^, . — ;r-a o +••..- 

1 '12 . '12 ó 



Produit par ft = 



^ n ^, .n n-i »-i.*. n n-i w-2 n-2 5 

a +-a ¿H — a b -\ . --- tf . b+. 

1 12- 12^ 



produit par b = 

», » rir-i ?• , » n-1 n-2, 3 

a o-| — a 6-4 — <, a o -}- ^ . . . • 

Somme, ou (a+6)'*+^ = 

»+* ^ ?í+i n , n+i n w-i ,^ . n+i n 7i-i j»-2_5 
1 12 i 2 ^ 

Dans la puissance dont l'exposant e¿t n , 

que le termc a^b^-^ ait pour coefficient 

n n — 1 .n-^(m — i) _ 

- . . . . / et que le terme 

suivant aOT""*^'*""('^"'?) ait pour coeiBcient 
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Dans la puissance suir-. 

vante dont l'exposant esit /z+i , le terme 
flW+ijw-OT esi; la sonime des produits du terme 
fl7»¿»-/i»par ¿j, et du terme a"*+*6'*-(^"t-^)par ¿ j 
done, le coefficient du terme a^^h^-^^ daíns 
la w+i"* puissance , est la somme des cóeCv 
ficiens des deux premiers termes dans lá puis- 

sanee precedente. Mais , -. 
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1 2 77t-j-l l' 2 , 77J^ • ^W^-:!"*' "^• 

n /í 1 7í-(l»-l) 71-j-l ^í^-^ ^ »t|-1— 77* 

1 a 77* 77*-j-l 1 * a * ' ' * - 77lr^l. 

Done , la loi ayant e'te' demontre'e vraie póutv 
une certaine valéur de ri^ elle est ausai' firaie. 
pour une valeur de n supeVieure d'une unite'. 
5i66. Si b charóge de signe, et jp»ftknt,- 
SI au licu de s'oeciipéf de la sómme de deux 
<]aiailliteS', bn s'occupe de leur cfifierénce-^ les 
termes affiscttts ^e% puissances io^pairefs de ¿,: 
sont prece'de's <lu signé de la soustr^aotioii j'm; 
les termes affectes des puiss'ances paires de &* 
conservent le signe de Faddition, Done ,'(¿i-*63^* 
€st Pexces de' la*' sómme des. termes áffécite's 
de puissances paires 'de 6, sur la soiúine des^: 
^rmes affectes de>piussances impairés dé é j- 
. F 5 
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ou Texcea de la somme des termes iiBpairs 
sur la somme des termes pairs^ On a done: 

fiuivant que n est paire ou impaire. 

§ 167. Soit n paire j (aH-¿)«-+-(a^ — ¿;''=3 

^(a-^-..^« 6+7--;X^ 6-t--7V«* +^> 
][a-+-&)'* — (a— 6)"= 



Soit ñ impaire ; (aH-&)"'4-(tí — 6)»== 

_, 7T .n 71-1 n-a « » n-3 n-4 4 w w-i. 

t.(.^^+_._^ .^^^^..._^ -¿^...^^j )' - - 

=^(t« ^+7*t-t'* ^+r"*T« ¿+...6) 

l^aivoir > la somme de^ pioássáDCes semblables 
de lá somme et de la différenoe d« deux qcian^ 
. tites^ est le double. de la somme d^d lenxfef 
alternatifs de cette puissance ^ á xompter de- 
pui$ le premier; et la difieren ce de ees puis- 
sanCes est le double de la sómme des termes^ 
alternatifs ^ k compter depub le second« 

$ 16S. Que b soit affécte du signe de Fnna^' 
ginaire |/" — i» Les puissances paires de b per- 
dent ce signe , de maniere t que les termes qui 
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eomprenneut' des puíssances pairem^nt j^ai^es 
íKn ( dont Fesfíosant' est de la íox^e km) ) 
soQt precedes An signe d« l'addition, ét qué 
les terioes qui. comprennent des piiissánces 
impairement paires de ¿ ( dont reiposant est 
de- la forme 4m-4-2) y sont pre'cede's du signé 
de la soiistraction. Les puissances impaires de b 
consérvent lé signe |/"-r-ij de nianiére que 
les termes qui comprennent des puissances 
de b, dont Texposant est supe'rieur d^une uñíte 
i un nombre páirement pair , ou 4/n-+-l j sorrfi 
precedes du signe de Faddition ; ét lea tíer* 
Jfties qíi compreHnfeñt ' • dfeá puissáticés • fféP 5 y 
dóntPexposánt éSt inféritur d'une ühifcé á un 
sombre- pair¿nent ^áir> 'éii 4m — ^^i > ébót pre- 
cedes du signe de la soustcaction, cfn ai ddne i 

»•■»;■ ';■ • i . ' T'; zl 
n n n '*-^ 
l^by^i)z=j a> •, • '\±-^. hV-^t i.,, ^ :-r,o 

— — — -a o JT—.—. — zrn. ff y^ — * . 






4--... —a 6-+-— '~> J»^^! 



F 4 
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, § 1^» Ce qui a ele demontre sur le -bmomo 
ÍÍ-+-6 s^^pplíque a un tpinoile a-h6-+-c/ ea 
deoomposajái; qe deraier á'%ns a étdaias le bi*- 
nome ¿rftrc pris pour un seul terme, Of» adonc: 

^' - ■ lí » „ br^i . * Ti-i «-2 ' 2 

•••.-■■'• 1 -'. ■ 5 1 -.3 • 

;-v :.. <:,:.i s ' :-'.5 . .. " . ^^ ■ .. : •! :.jI 

Sfívpii^, la 7^?°^* puissance ^^a^^í-^c est.conph 
l^g'e da.^^QUs.Jes prp$luiu .di^;■^^ ^mens^o^é 
í?i?* lífis qüantues «» jftj.ip^í^t; df leii^tvpii»- 
5^cf« j ^^i, .ducua d^ . cf s pro4^í^ e^t < pps, un 
^Qm'bryf ,(4^ .fois ega}.i^|}::P^n9b47e des.^rfrotu^ 
t^^oi^&^^xquelk» dflnnw^ftiL ^eü^ ^ le^ I^t«^ ^ 
lef„flftnBBOfent..;j, ;.,.,.,.;., > ^/, ,:..>;.;.:. ;,:.'.> 

II en est de méme pour un polynonje quel- 
conque^ ou ponr une tjuantlté>coinjtóseé-d'é 
plusieurs :. partíe?. . Une pub^^i^ce qúelconque 
d'un polyiíiome est CQraposfe'e de ioü^ les pro- 
duits de 72 dimensiops faitSj^^y cejes termes 
de ce polyhómé ét leui s pui^áanc'es j ét le cóef- 
ficiept de óhacun de ees produits e$t le nom- 
bre des. permutatións. aüxkjüéUés doBneñt lieu 
les lettres qui le composent.- 

Exemp.lje carre' de la.somme d'up_i|9m-! 
bre quelconque de quañtite's ¿est composc d^ 
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la somme de leurs carres et de leurs dóubles 
produits. I 

Le cube , ou la troísieme puissance de la 
somme dVn nombre quelconque de quantites 
est composé : 1*^. de la somme de leurs cubes ; 
a', de irois fols la somme des produits du carre' 
de chacuTie d'elles par la somme de toutes 
les autres J 3**. de six fois' lá somme de tous 
leHTs produits trois' a irois.-- 

•La quatrieme puissance' de la' somme ^d'tm 
Bombré quclconquie* de quamitiésest composeé 
comme il suit : 1**. de la somme 'de leurs quá-? 
tremes púisisances; 2^. de quátre fois la somme 
des produits du cube de chacune d'elles par 
la somme de tbutes les autres; y. de six 
fois. la somme des produits'd^ leurs carres deúx 
a deu3£|-4**...de doi«iée>f(&id>£a' somme des pro-? 
duits du» c^rr^ de chacune d'ellesrpar le^ pro- 
duits ^dfss.^Ujtres dejix a deux j 5,%. de,24 Ík^Is^ 
la somme d^ tous leurs produits quailre á quatre. 

5 170. Ce qui a e'te' de'v^loppe',sur la com^ 
position des; puissátices , .s'appljque en parti- 
culier a rele'vation á une puissance dqnt Tex-r 
posant estdonne', d'un nombre compose de 
deux ou de. .plyísieurs caracteres, et de la,. 
a Fextractíon des racines, > . - ; 

Soit un nombre jcompose. de deux caraca 



teres leí que a4 dont on doít prendre le cube. 
Soit decoiuposé ce • nombre dans scs dizaines 

et dans sesunites; savoir, ao' =8000 

s4=2o4*-4. Son cube est 3.20^.4 = 48oo 

compose, du cube des 3.ao,4^== 960 

dizaines, qui ést 8000 ; 4'=' 64 

du triple produit du carre 34^=i58a4 

des dizaines par les unit^, qui ést 48oo; 
du triple produit des dizaines par le carre" 
des. unites , qúi est 960 ; et du cube des uni-^ 
te's qui est 64; 

De inémé soit 575=50-4-7; 50^=37 000 

on obtient : 3. 3o^.7 ¿2:1890o 

On voit, par ctíltc cotnpoi^ 5í3o. 7^2=2 44io 
silion , que les deríiiers ca-^ 7?== 543 

racteres significatifá des qua- 37'=i=5o655 

tre parties dont ést composre lé cube d'uri 
nombre de deux caracteres , en tant qu'on 
le decompose dans ses dizaines ét dans sés 
unites , sont termines süccessivement d^tíne 
place plus a la gauche. Savoir lé cube des 
úníte^ est termine' ¡i la place la ¿)lu5 á lá 
droite , le triple produit des dizaiiieá par le 
carre des unites est termine' d^nne place plus 
¿ la gauche , en tant que ce produit est des 
dizaines; le triple prodtut du carre des dir 
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Eainespar l§s unites est des centauíeSi el U 
esl iermÍD€ á la place des centalnes ; le cube 
de» dizaines est des mille , et il est terminé 
á la place des inille, óuá la quatriéme place 
en alláDt de la droite á la gauche. 

Soit; propósé le Bombre i58í24 dont on 
doit extr&ire lá facine cubique. Comme le 
cube de lOO est ipcx)ooo , et que le nom- 
bre propose a moins que sept caracteres ; 
savoír y cinq seulement , sa racine cubiqué 
n'a que deux caracteres , et le cube du ca- 
racteré 4^s dizaities ést cómpris dans le nom- 
bre i5. Le cube le plus volsín de i5 est 8 



dont Í£^.t*a(¿|]^ cubi- 


i58fi4J20-h4 


que est 22 ; daüc il y a 


8000I 


deux dizaines a la tsl^ • 


1200 ) 5 824 


cine ^ o«i cette racine 


.48oó ; 


est entre 30 vet 3o, 


1024 


Le cube de 20 est 


960 \ 


8000 ; du nombre 


64 


propase retranchant 


64,' 


ce cu})« , il reste \ 


:/r '-••"•" ' • 0- 


5824; Ge reste doit contenir entr^autres , trdis 


fois le produit du carré des dizaines par les 



unité^^ c. á d. , le produit de 5xao^=Z200 
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par les uniíes: divisant le reste 58£}4par I2óc^ 
on doit obtenir les unites póaír quótiént ; .mai$ 
ce quotlent est 4 j done , le nombre des uni- 
tes est 4. Le produit du triple laoo du carr^ 
des dizaines par les uniteV 4 , est 48oo; ótant 
ce produit j il reste 1 024. Le triple produit 
des dizaines par le carre des unites est 
5 X20X 16=960 j ótant ce produit de 1034» 
il reste 64. Ce reste e'tant e'gal au cube des 
pnites , la racine cubique cherche'e est exac- 
tement 24. . . 

Oñ peut, ainsi que daps la división |Bt dans 
Textraction déla racine carreé, orne ttre les zéros 
desproduitssuccessifs, étne descendre que un 
¿ un successivement les caractéteá du nom^ 
bre propdse á cote des restes obteriús. 

5o653{38 5o653{57 

f7 . . • '27 

27J236 ^ 27JI56 

316 V : 189: • 

í2o5 "475 

65^6 j le nombre B est trop 44i 

:. : ^^. .;. ^rand* ,; ;; ; .. ,;.^"545-' '. 
'......•...': .'•:.. 345 • 
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Dans cét exemple y ayant pñs 8 pour le nom- 
bre des unite's, on ne pcut pas retrancher 
le triple produit des dizaines par le carra' de» 
unites j ce qui apprend qu'on a pris un quo- 
tient trop grand , et qu'on doit dimínuer la 
racine au moins d'une unite': 

Soit un nombre compose de trois carac- 
teres 5 poulp en prendre le cube , on pourra le 
dccomposer dans ses centaines , dans ses di- . 
zaines , et dans ses unite's. Ce cube sera com- 
pose des parties suivantes : 1'. du cube des 

centaincsj 2**. du tri- Ex. 386=5oo+8o-|-6.: 

pie produit du carre' 300^=27000000 

des centaines par S.Soo^. 80 ==23600000 

iesdlzainesj 3**. du 3.3oo. 80^= 6760000 

triple produit des ^0^= 5ifiOOO 

centaines parle carre' 3.38o^. 6 = 2699200 

des dizaines j 4^ du 5.38o. 6^= 4io4o 

cube des dizaines j 6'==: 216 

5^ du triple produit du carré du nombre com- 
pose des centaines et des dizaines par les uni* 
tes ; 6°. du triple produit du méme nombre 
par le carre' des unite's 5 7**. du cube des unite's. 
II en est de méme pour un nombre com- 
pose de quatre caracteres ou á\\n plus grand 
ftombre.. 
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Comme les nombres cbmpose's d*nn seul ca- 
ractere significatif , suivi d^un nombre quel— 
conque de zeros, sont tels, que leurs cubes 
sOnt les cubes de ce caractere, suivis d'un nom- 
bre triple de zeVosj uo nombre quelconqu© 
etant propose, on peut connoitre combien sa 
rácine cubique cfonúent de caracteres. Pour 
cela , soit divise' íe nombre propose en tran- . 
ches de trois chifires en allant de la droite 
a la gauche ; le nombre de ees tranches ( dont 
celle de la gauche peut contenir seulement 
un ou deuiL caracteres) est egal au nombre des 
caracteres de la racine, 
. Soit cherche le cube le plus grand, contena 
dans la tranche la plus a la gauche, Soit portee 
3a racine a la place de la raclne; soit retranche _ 
ce^ cube de cette tranche. A cote' dii reste, soit 
descendue la tranche suivante , en ne'gHgeanl 
pour un moment les deux derniers caracteres; 
soit divise ce qui reste á la gauche par le triple 
du carre' de la racine trouvée ; soit porte le 
quotient á la suite de la racine, soit retran^ 
che le produit du diviseur par le quotient ; 
$oit^ descendu á cote' du reste le caractere 
suivant, et soit retranche' le triple produit du 
premier c$iraciere par le carre' du second : ¿ 
cote' du reste soit descendu le caractere sui- 
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vant^ et'soit retranche le cube (}u second 
caractere. Soit opere de méme sur chacune 
des tranches suivautes y en prenant pour di- 
visear le triple du carre de la partie trouve'e 
de la racine , et en operaot sur cette partie 
et sur le quotiént trouve y de la méme ma« 
niere qu'on a opere sur le premier et $ur le 
second caractere. 

Si l'opeVation se fait sans aucun reste y on 
trouve la racine cubic[ue exacte du nombre 
proposé. 

S'il y a yn reste apres avoir descendu la 
démiere tranche , on peut approcher de la 
racine par les fractions decimales , par exem- 
pie, en ajoutant au nombre proposá autant de 
tranches de troís zeros que l'on veut obtenir 
de caracteres decimaux approximfálifs. 

Si dans la suite des operations il y a quel- 

quc produit qu'on ne peut pas retrancher , 

ón diminue le quotiént correspoiadant d'une 

unite, jusqu'á ce que les soustractions sticces- 

5¡ves puissent se faire. 
L'extractioñ des racines des ordres supe- 

rieurs est fonde'e sur le méme principe de la 

composiuon des puissances superieures d'ua 

binonie. 

Ainsi^ pour la quatrieme puissapce, le nom- 
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Commc les nombres cbmpose's d'nn seul ca- 
raclere slgnificaüf , suivi d'un nombre quel- 
conque de ze'ros, sont tels, que leurs cubes 
sónt les cubes de ce caraclere, suivls d^un nona- 
bre triple de ze'rosj un nombre quelconque 
etant propose, on peut connoítre combien sa 
racine cubique contient de caracteres, Pour 
cela , soit divise' íe nombre propose' en tran- . 
ches de trois chiffres en allant de la droite 
á la gauche ; le nombre de ees tranches ( dont 
celle de la gauche peut contenir seulement 
un ou deux caracteres ) est egal au nombre des 
caracteres de la racine, 
. Soit cherche' le cube le plus grand, contena 
dans la tranche la plus á la gauche, Soit porte'e 
^a racine a la place de la racine; soit retranche, 
ce cube de cette tranche. A cote' dii reste, soit 
descendue la tranche suivante , en ne'gHgeant 
pour un moment les deux derniers caracteres; 
soit divise' ce qui reste á la gauche par le triple 
du carre' de la racine trouvee ; soit porté le 
quotient a la suite de la racine, soit retran^ 
che le produit du diviseur par le quotient ; 
soit^ descendu a cote' du reste le caractere 
suivant, et soit retranche' le triple produit du 
premier c(iractere par le carre' du second : á 
cote du reste soit descendu le caractere sui- 
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vant y et soit retranche le cube du second 
caractere. Soit operé de méme sur chacune 
des tranches suivantes , en prenant pour dí^ 
vkeur le triple du carre de la partie trouvee 
de la racine , et eu operant sur cette partie 
et sur le quotiént trouve , de la méme ma^ 
niére qu'on a opere sur le premier et $ur le 
second caractere. 

Si Foperatiou se fait sans aucun reste , on 
trouve la racine cubique exacte du nombre 
proposé. 

S'U y a yn reste apres avoir descendu la 
démiere tranche , on peut approcher de la 
racine par les fractions decimales , par exem- 1 
pie, en ajoutant au nombre proposá autant de 
tranches de troís zeros que Ton veut obtenir 
de caracteres decimaux approximratifs. 

Si dans la suite des operations il y a quel- 

que produit qu'on ne peut pas retrancher , 

ón diminue le quotieni correspondant d'une 

unite, jusqu'á ce que les soustractions siicces- 

síves puissent se faire. 
L'eiiractioii des racines des ordr^s supe- 

neurs est fondee sur le méme principe de la 

composlüon des puissances supérieures d'ua 

I Vinonie, 
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Comme les nombres cbmposes d'nn seul ca- 
ractere significatif , suivi d^un nombre quel- 
conque de zeros, sont tels, que leurs cubes 
sOnt les cubes de ce caraclere, suivis d'un nom- 
bre triple de zeVosj uq nombre quelconque 
etant propose, on peut connoítre combien sa 
rácine cubique contient de caracteres. Pour 
cela y soit divise' íe nombre propose' en tran- 
ches de trois chiffres en allant de la droite 
á la gauche ; le nombre de ees tranches ( dont 
celle de la gauche peut contenir seulement 
un ou deux caracteres ) est egal au nombre des 
caracteres de la racine, 
. Soit cherche' le cube le plus grand, contena 
dans la tranche la plus á la gauche, Soit porte'e 
3a racíne á la place de la raclne; soit retranche . 
ce cube de cette tranche, A cote' dii reste, soit 
descendue la tranche suivante , en ne'gligeant 
pour un moment les deux derniers caracteres; 
soit divise' ce qui reste á la gauche par le triple 
du carre' de la racine trouvée 5 soit porté le 
quotient a la suite de la racine, soit retran^ 
che le produit du divise ur par le quotient ; 
$oit^ descendu á cote' du reste le oaractere 
suivant, et soit retranche' le triple produit du 
premier cíiraciere par le carre' du second : a 
cote du reste soit descendu le oaractere sui- 
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vant; et soit retranche le cube du second 
caractere. Soit operé áe méme sur chacune 
des tranches suivantes y en prenant pour di«» 
^keur le triple du carre de la parde trouvée 
de la racine , et en operant sur cette partie 
et sur le quotiént trouve', de la méme ma** 
nieíe qu'on a opere' sur le premier et §ur le 
second caractere. 

Si Toperation se fait sans aucun reste , on 
trouve la racine cubique exacte du nombre 
proposé. 

S'U y a un reste apres avoir descendu la 
dérniére tranche , on peut approcher de la 
racine par les fractions decimales , par exem- 1 
pie, en ajoutant au nombre proposá autant de 
tranches de trois zeros que Ton veut obtenir 
de caracteres deciniaux approximratifs. 

Si dans la suite des operations il y a quel- 

que produit qu^on ne peut pas retrancher , 

ón diminue le quotlent correspoüdant d'une 

unité, jusqu'á ce que les soustractions sncces- 

sives puissent se faire. 
L'extraction des racines des ordr^s supe- 

rieurs est fondee sur le méme principe de la 
composiuon des pujssances supérieures d'ua 
binonie. 
Ainsi, pour la quatrieme puissance, le nom- 
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Comme les nombres cbmpose's d^nn seul ca- 
ractere significalif, suivi d^un nombre quel- 
conque de z^eros, sonttels, que leurs cubes 
sOnt les cubes de ce caraoiere, suivis d^un nom- 
bre triple de zeVosj un nombre quelconque 
etant propose', on peut connoitre combien sa 
rácine cubique cfontient de caracteres, Pour 
cela, soit divise' íe nombre propose' en tran- 
ches de trois chiffres en allant de la droite 
a la gauche ; le nombre de ees tranches ( dont 
celle de la gauche peut contenir seulement 
un ou den% caracteres ) est e'gal au nombre des 
caracteres de la racine, 
, Soit cherche' le cube le plus grand, contena 
dans la tranche la plus á la gauche, Soit porte'e 
3a racíne a la place de la racine; soit retranche^ 
ce cube de cette tranche. A cote' dii reste, soit 
descendue la tranche suivante , en ne'gligeant 
pour un moment les deux derniers caracteres j 
soit divise' ce qui reste á la gauche par le triple 
du carre' de la racine trouve'e ; soit porté le 
quotient a la suite de la racine, soit retran- 
che le produit du divise ur par le quotient j 
soit^ descendu á cote' du reste le caractere 
suivant, et soit retranche' le triple produit du 
premier cíiraciere par le carre' du second : a 
pote du reste soit descendu le oara<;tere sai- 
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vant, et soit retranche le cube du second 
Garactere. Soit opere áe znéme sur chacune 
des tranches suivantes , en prenant pour di«- 
vkeur le triple du carré de la partie trouvee 
de la racine , et en ope'rant sur cette partie 
et sur le quotiént trouve , de la méme ma* 
niere qu'on a operé sur le premier et $ur le 
second caractére. 

Si l'operation se fait sans aucun reste , on 
trouye la raciue cubique exacte du nombre 
proposé. 

S'il y a un reste apres avoir descendu la 
dérniere irán che , on peut approcher de la 
racínc par. les fractions decimales , par exem- 1 
pie, en ajoutant au nombre proposé autant de 
tranches de trois zeros que Fon veut obtenir 
de caracteres décimaux approxintótifs. 

Si dans la smte des operations il y a quel* 

que produit qu^on ne peut pas retr^ncher , 

ón diminue le quotieni correspoudant d'une 

unite, jusqu^á ce que les soustractions succes- 

5¡ves puissent se faire, 
L'extractioñ des raclnes des ordr^s supe- 

rieurs est fonde'e sur le méme principe de la 

composiuon des pujssances superieures d'ua 

binonie. 

Ainsi, pour la qu^triéme puissapce, le nom- 
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Comme les nombres cbmpose's d^nn seul ca- 
ractere significaüf , suivi d^un nombre quel- 
conque de zeros, sont tels , que leurs cubes 
sOnt les cubes de ce caractere, suivis d'un nom- 
bre triple de ze'rosj xxn nombre quelconque 
étant propose , on peut connoítre combien sa 
racine cubique contient de caracteres. Pour 
cela y soit divise' le nombre propose en tran- 
ches de trois chiffres en allant de la droite 
á la gauche ; le nombre de ees tranches ( dont 
celle de la gauche peut contenir seulement 
un ou deu:( caracteres ) est egal au nombre des 
caracteres de la racine, 
. Soit cherche' le cube le plus grand, contena 
dans la tranche la plus á la gauche. Soit porte'e 
3a racine á la place de la racine; soit retranche. 
ce^ cube de cette tranche. A cote' dii reste, soit 
descendue la tranche suivante , en ne'gligeant 
pour un moment les deux derniers caracteres; 
soit divise' ce qui reste á la gauche par le triple 
du carre' de la racine trouvee ; soit porte le 
quotient a la suite de la racine, soit retran- 
che le produit du divise ur par le quotient j 
soit^ descendu á cote du reste le caractere 
suivant, ét soit retranche' le triple produit du 
premier ciiraciere par le carre', du second : a 
cote du reste soit descendu le oara<:tere sui« 
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vant, et soit retranche le cube du second 
caractere. Soit operé áe znéme sur chacune 
des tranches suivantes , en prenant pour di«- 
vkeur le triple du carre de la parde trouvee 
de la racine , et en operant sur cette partie 
et sur le quotiént trouve', de la méme ma« 
úhte qu'on a opere sur le premier et $ur le 
second caractere. 

Sil'ope'ratiou se fait sans aucun reste, oa 
trouve la racine cubique exacte du nombre 
proposé. 

S'U y a Mn reste apres avoir descendu la 
déraiere tranche , on peiit approcher de la 
racine par les fractions decimales , par exem- i 
pie, en ajoutant au nombre proposa autant de 
tranches de troís zeros que Ton veut obtenir 
de caracteres décímaux approxintótifs. 

Si dans la suite des operations il y a queU 

que produit qu- on ne peut pas retrancher , 

ón diminue le quotieni correspoüdant d'une 

unite, jusqü^á ce que les soustractions sticces- 

9¡ves puissent se faire. 
L'extractioñ des racines des ordr^s supe- 

rieurs est fonde'e sur le méme principe de la 
composiuon des puissances superieures d'uR 
binonale, 
Ainsi^ pour la quatriéme puissapce, le nom- 
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Comnie les nombres cbuipose's d^tJn seul ca- 
ractere significallf , suivi d^un nombre quel- 
conque de j&eros, sonttels, que leurs cubes 
sónt les cubes de ce caraotere, suivis d'un nom- 
bre triple de zerosj un nombre quelconque 
etant propose, on peut connoitre combien sa 
racine cubique cfontient de caracteres. Pour 
cela, soit divise' íe nombre propose' en tr an- 
ches de trois chiffres en allant de la droite 
a la gauche ; le nombre de ees tranches ( dont 
celle de la gauche peut contenir seulement 
un ou deun caracteres ) est e'gal au nombre des 
caracteres de la racine, 
. Soit cherche' le oube le plus grand, contena 
dans la tranche la plus a la gauche. Soit porte'e 
^a racíne á la place de la raclne; soit retranche, 
ce cube de cette tranche. A cote' dii reste, soit 
descendue la tranche suivante , en ne'gHgeant 
pour un moment les deux derniers caracteres; 
soit divise ce qui reste á la gauche par le triple 
du carre' de la racine trouve'e 5 soit porte' le 
quoiient a la suite de la racine, soit retran-- 
che le produit du diviseur par le quotient ; 
soit^ descendu á cote' du reste le caractere 
suivant, et soit retranche' le triple produit du 
premier caractere par le carre' du second : a 
poté du reste soit descendu le caractere suir 
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vant y et soit retranche le cube du second 
caractere. Soit opere de méme sur chacune 
des tranches suivantes , en prenant pour di« 
^íseur le triple du carre de la partie trouvee 
de la racine , et en operant sur cette partie 
et sur le quotiént trouve, de la méme ma** 
niere qu'on a opere sur le premier et §ur le 
second caractere. 

Sil'operation se fait sans aucun reste , on 
trouve la racine cubique exacte du nombre 
proposé. 

S'U y a yn reste apres avoir descendu la 
dérniere tranche , on peut approcher de la 
racine par les fractions decimales , par exem- 1 
pie, en ajoutánt au nombre proposú autant de 
tranches de troís zeros que Ton veut obtenir 
de caracteres décimaux approximTatifs, 

Si dans la suite des operations il y a quel* 

que produit qu- on ne peut pas retrancher , 

ón diminue le quotiént correspoüdant d'une 

unité, jusqü'á ce que les soustractions succes- 

5¡ves puissent se faire. 
L'extractioñ des racines des ordres supe- 

rieurs est fondee sur le méme principe de la 
composiuon des pu^sances supérieures d'un 
binonGie. 
Ainsi, pour la quatrieme pubsance, le nom- 
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bre des caracteres de la racine estle méme quele 
hombre des iranches dequatre caracteres faites 
en allant de la droite á la gauche ; les diviseurs 
successifs sont les quadruples des cubes des par^ 
ties trouve'es de la racine 5 et les produits suc- 
):^essifs h retrancher, sont, de la premiére tran- 
che á la gauche, la quatrléme puissance la plus 
voisine ; puis successivement , le quadruple. 
du produit du cubé de la premiére partie de 
lá racine par le demier caractere ; le sextu- 
plc¡ du produit du carre' de cette premiére 
partie par le carre du dernier caractérej le 
quadruple du produit de cette premiére partie 
par le cube du dernier caractére j et enfin ^ 
la quatriéfne puissance du dernier caractére*^ 
conformement á la formule , 

Les' extractions des racines des ordres su« 
pe'rieurs entraínent d^autant plus de longueurs^ 
que l'exposant de la racine est plus grand ; 
tnais Fapplication du príncipe tire de la com- 
position des puissances, ne peut presenter au- 
cune áutre diíficulte» 
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Sur M quántités exponentiellés > 4?2f c?¿i/é* 
loppement du théor^me binomial pour un 

$ 17:1. Wous avons Vü ( $ i64 ) que íc pro»^ 
duit-de deux puissaaces d'un oiéme nombre 
est une puissanee de cé nombbe ddnt Pex-^ 
posant est e'gal á'la somme.des éxposans des 
dewx premieres. De Ja , pour prendre le carré 
d^une puissaoce d'un nombre, il faut doubler 
son exposant : pour prendre le entibe d^une 
Í)uis5aiice d^uh* nombre, il fsiut tripler So^ 
ftxposant j et en ge'neVal^ pour prendre la m^^ 
puissanee d'une puissancé d^un nombre , il faül 
lüulüpliér son exposant par //i; on a done : 
(a»)2=^a2«; (a»)'rx=a^'íj (tt'»)^-=üf'^». , . {a^)^-^ü^. 

Réciproq. Pour prendre la racine carree 
d'une puissanee d'un nopibre k exposant pair, 
¡1 faut prendre la nloiiié ^é son exposant; 
pour prendre la racine cubique d'unp puis-* 
sanóe d^ün ñoinbre dpnt Texposant est divi*- 

Toma IL G 
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sible par 3, il faut prendré le tiers de cet 
4íkpo8aDt; et en general^ pour prendre la ra-- 
cine m"* d'une puissance d'un nombre dont 
Fexposant est divisible par ni y il faut diviser 

cet exposant par m. Ainsi , j/^a^wrsra" j 

3 4 m 

$ 172. Si Teiposant de a dans la puissance 
dont on doit extraire la racine y n^est pas di- 
visible par le nombre qui indique l'ordre de 
la racine ( que j'appellerai son índice ) , on 
ne peut pas presentar cette racine sous la 
forme de puissance dans le sens propce de la 
définition ($i64). S 

Cependant , on est convenu de repre'senter 
encorc cette racine sous une forme exponen- 

71»; 
tielle^ et 4^ faire y^a!*^^=::q^ j .lors meuie que n 

n'esit pas divisible par m. Ainsi , on a appele 
}es rapiñes carrees des puissances a exposant |; 
les racines cubiques ont ete appelees des puis* 
^anpes a ej:pQsant ^ ; et en genera^ , la ra- 
cine m"* a e'te' appele'e puissance a expo- 

1 

sant — . 

m . - 

72 2 2„ 3 ^^ 4 ^^ ^ ^^ mn 



Qfl (>Qut dond mulii{>lier et divUer l^aposant 
d'ane puissanOe par Ua iuéxae nombre 5 sao# 
chaoger la quantite .exponeUtieUei 

m fn 

Soit, y^a^xy^aP i j'affirme qué tíe pro-j 
dult est f^tt'^i'Sirá "» • 
Eneffet^aoH y^a^xy^aP^±:z ; 

yraP a^ 

ié Mí 

m p mp ^>+?»^ $4.3 

$ 173. En géuétulf solent les deux puis^ 

sanceíS á cxposans fracUoonaire» a'» et a^ ^ 
a muhiplier Tune par Fautre j f affirtí^e ^ue. 

ce produit est a^ 9é 

XiD eflet, a'^saíwj et ay=a'«y* 

done, «w» xa^s=>/'a^T"'^3«a f"* =5=a'« í, 
($170- 
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Partant , le produit- de deux quandtes ex- 
ponetítíelles a exposans fráctíonnaires , a pour 
exposant la somme des exposans de <5es deux 
c^uantites. 

De lá , on peut appliquer aux quantités ex- 
poaentielles h exposans fractionnaires , tout ce 
qui a e'te' dil {§ 171 ) sur les quantités expo- 
nentielles a exposans eatiers y et en parüculier 

(a^)z=a^ ; et J/^a^=;a^z=:zy^a^ . 

J174.N0US avons vu ($i64) que — =^ , 

aussi long-tems que m n'est pas plus peü^ 

que 72. Si m<ji\ — ^==? ttz* Partant, si on 

continué d^appli'quer a la supposition n^m , 
ia notatlon á laquelle a conduit la supposi- 
tion m^n , on sera appele ¿ dire que 

, -^=:a =a j partant y on est appele 

a representer les fractions sous la forme de 
puissances a exposans negatifs , et á dire en 

- general, -^=a-«. 

Cette notation a lieu quelles que soient les 
vakufs de n cutieres ou fractionnaires : de 
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m . • 

maniere que -^=;=a'». De la, gh appUque 

o» 
aux quantites exponenuelles á exposans, ne'ga-. 
ti£s, tout ce qui a ele dit sur les quaoáteX 
exponentielles a esposaos .positifs i ^ ma-r» 

1-11 ■ ' :J> 

mere que — . — =-m---— ou a"^. a-"=a-í'n+'^;: 

11 1- ri ' 

a"* a" a'^ a"* • s ^ •! 

Ces prelimin aires sur Te calcul des quán- 
tites etponentiélles etanletáblis , je passe aú 
developpement du ttie'oremé binómíal poüf 
ui) exposant quelconque.- '• *. 

Dans le chapitre pre'cedent Is formtdte"bino- 
Bíiale a ele' developpée seuletuent pouc Je cW 
oii Fexposant est un nombré enticr et píwttif j' 
ct ootBíne sa de'inonstration est tire'e , soit dé 
la qócíriñe dés.cbmbinaisons, soit du passage 
d^^ne certaiue valeur de^Fí^xpo^ant a junq ya^r 
leur superieure di'une uqíU^ ^lle nftjsatófoit; 
s'appRqner aux cas ou Texposant n^ést pos ün- 
nombre entier et posilfR Cépendant, cétie fórv 
nmle etendue aux autrcs valeurs de Pe^posartt, 
est si importante et d^une applicatioñ sí fie-* 

G 5 



qucntc 9 qu'il convienl át la faire entrer dan« 
un coups elemen taire , si cela estpossible. Or, 
la de'monstration suivante me paroít aussi sim^ 
pie que peut le coaipoi<ter la. natare de ce*te 
ppopó»itton; c*e6t ce qxÁ m'ei%age k la repeler 
da«i5 CCS Élemens, telle qtf'elle esl contenue 
dans Fintroduclion á loon Oiivrage, intitule: 
Principiúrum calculi 'differenfialis et inte-^ 
0ráli3 Expositio elementaría ; Tubingce ü^jgS, 
§ 17^, hemme, Soient aeut formules con- 
formes á ]a formule binomiale^ sans ^voir 
egard á la nature de l'ei^posant* Ta^rme qüQt 
leur produit es^ aussi une formule binomiale , 
'et qu'pn Fpbtieut en substituant^ soit dans les 
cpefficieQSji soit dans le^ eiposans , la somme 
des deux premiers expQsaus a l'ún d'entr'eux {\)y 

. (1) Sepms lá publicatio|i de fOuHí'age que )e ywMSr 
de citer, j'ai vu dims les Mémpir^ de Péieraboajrg ^ 
Nttvi Comm^ntadL, T.XÍX> annp .1,774), uuc déiüon^ 
Iratien d^EnLER, fondee sur le méme pi;incípe, .li^is,^ 
ce mathématicien ne paroít pas ayoir aperju la Éici- 
lité avcc Isíquelle le coieffieient d'tt¿ diísi X^éS[i¿& 'dú 
prodit^t est détennmé par- le i^oefficieiit dii tériftc' 
précédeiüt. Apréa avoir pa(lf»ilé .les deux epe&iueBS 

, ^ j,l secónJ et du tróisiime 

t^fiQ^ du produit^ U s'exprioie ainsi ; iS mperhr m^t^ 
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Soil m-+-w=5 ; j'afBrme que 



Z7^7ii^ i^. Le premier termé du {iroduk ést 
le produit des deux preiuiers teripes^ de M 
et de N} il est done a"»Xa'*==^a'*'+». 

3^ Le second terme dtfpfodtíit est la somme 
des produits du second térme de M par le 
preiúieT terme de lí, éf du pretniér teria^ 
de Mpar le second terme de N. En omet- 
tant les coéfficien^^ ce terme est a'»+'*"^j 

ct son coemcient est . 



tipUccíHo uüeriúa ufontíiiuaretur , .... ccdcutua mox ita 
fitret motesíug ', tU níaximum íáhoreiñ, fequirerée. Enr 
coméquence, il déMomfré le lemme én^neé cí'apresí 
an pvuuñpe toot difiérent; MtYCÚr : que la fel^e du' 
^düit ne dép^nd pas de la nature d€s ]M>i9|)r04 • |7ft 
et n; et conime elle eát vraie pour les nombres eir-^ 
tters et positift, il en conclut qu'elle est Trate pour 
toutes les Taleort de m et d4 1^» Ce prikief|(»e' est Vrki 
mtA iéuié, intíAs il ná'a paru diifficilé dé^ Tadmeitre 
comme évident ou comme acñome da^iia un Onvrage^ 
Ae II fiátnre de cas ÉJéméDs. . ' 
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3.^ IJc troisieo^e ^rme du prdduit est la' 
somme des trois produits suivans; du t^oi'^ 
si^cn.i^ térH\e de M psjr le'grenii'fer terree de n j 
du second lerme de M par le second lerme de 
K j et du premier terme dé m par le troisiéme 
terme d^ N. Son coefficieDt eijt: .' 






<kt- •' — — _j„ — ■, 
1 a T^ 1 

TTÍ- 7^ , /f flr'h 



X 2 } 1 , Si. ,., ,,^, 
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*Ks" • ' ^ _ — '-I » ' ' s=: ■■' • ■ * 

^ 1 roisieme terme , • a^'rn—^3\ 

4**. Le quatriénífe*^ terme du produít est la 
somme des produits smvaiis j. du quatriexpe^ 
terme de m paí le premier. teifme d^,íí^ d^ 
troisiíjme terme de; M p^v k 'scfcoiad de n j 
du se^oéd terme de m parle tróisiéme-^ieíiN'j- 
etdu píftí»ier terme dcltf pfrrie qüatrieíSle dé^ííf'J 
©ón coefficient esí : • ♦ .. '.' *' ' .[ 
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Uaatneme terme^ ■ ■' ■ . .. ---^¿ — a"»T»-36^. 
1 5 

5^ Le ciaquiekne termé éa produit est la 

. somme des produíts suivans : du cinquienfie 

terme de m par. I^ premier de n j du qua-^ 

tríeme toroii^, derM par: le seco^d de N; du 

troisieme terme de M pfir le trdisieme de n; 

dusecond terme' de M paf le qualrléme de'ifj 

et du premier terme, de m p^r 1q cinquleme 

de N. Son cúefficieiiT est • •' ^ ' ^^ 

? W"3 «í OT-2 n m m-i n n*-i to w »-3 n 7i-3 
»i i. .' 1- ■ 3 i~» a », a ~t 1 S^~x-. * 

' . i: a 3 4 ' 1 a .4,, ,., ^ 
. ' ' '• - » Tí a 4 Ti ^ 4 
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Citaquieme terme, — . • . — ^ a^-rn-^dK 

&. Od montre, precisement de la méme üia* 
niereí que le cpeificient du sixiéme térme est 
le produit du coefficíent du cinquí^ine terme 

par - — p } ^partaDt^ que lesftxiemé terai<$ 

du produu est . . . ;, a'"-r«— *a*. 

^ . i 5 

^ 7*. De ñfiénxe, le cóéfficiétit du ^eptíem^ 

terme est le produit du coef&cient: da 'sitióme; 

terme pa^ ^ --^f et partant^ le sepüeme 
, terme est -^ — ...-r— ^¿ — :^a'»+'»--^6^ 

Efl geoelral , on próuTe^ de la tíwSme má-i 
niére , qué la proposiitioB eíatit yraie pptit 
un certain terme du produit, elíe est vráie 
pour le terme suivant. Or, elle á eté demon- 
íree vraie poup I^* preniiers tenues ;j done, 
elle est yraie pour tous Jes termes successi<^ 
yement. j 

doroL Le produit continué! de trois for- 
mules binomiales, est une formule tübf^aoliale^ 
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,^'oa óbtiepl.en substítüant á Pun de ees ex- 
posaos leur somme, soit dans les eoefBciens^ 
soit daos lea esposaos ; et en general y la méme 
substitution a lieu pour obtenir le produit con- 
tinuel d^ua nombre quelconqüe de formules 
UnoiDialeSí; * 

§ 176. ^ppl^ Le carre dVne formule bino- 
ipiale ^e forme en su|MÍjtuaiit .¿ Texposaní sdit 
double ) sok dans les cqeí^ciens^ soit dans les 
ezposans de chaqué terme» 

Le cube d'uuc formule bínomiale se forme 
ÓQ 8di>8tituaiit a Texposatít son triple, soit dans 
les Goefficien$ , krtt dans les exppsans de cha- 
qué terme. ' , : '.k , 

Eq general , sóit r un nombre enlier^ et 
pósitif; la r * pulssance* d*un,e formule bino* 
ffliale se forme en substituant a. Pexnosant son 
prodúiit par r^ soit dans les coefficiens ^ soit 
dans les exposáns de cuaque tíerme* 

^ 1 77. R^cip. La racine r***, (r etant un nom- 
bre entier et pc^tií'J d*une formule' bino-^ 
miale, se forme, en sub&vkuaut a re:xposanl^ 
dans cette formule son quotient par r, soit 
daD^ les coefficiei^, soit dans Jes éxposans d^ 
. chaqué, terme. ., 

%u efitet^it U puissajjicft rif * ate la quaniítíí 



provenue de ceúe'snbsütution, é5t la forihuie 
binoniiale proposee. 

§ 178. Soient m ex n des nombres enúers ; 

j'affirme que l/^(a+b)'^ peut se de'velopper en 

' m 
un^ formule binomiale dont — est Fekposant» 

•.V 

En effefr, dans la formule blnomíale'(a-+-6) ^ 

( $ 176) sólt Wbstítúe a Pexposañt m Isdn (juo-* 

tifent par /íj on aura la' racine /i"* de cette'^ 
mj". -í ■ • ■ •;.♦'• ' ■ . • 

formule ou (a-j-J)'*. -{§ 177)* - - 

5 179. DansJ^p formi^les M et ,N du $175 

En cffet, le premier terme a"»+'» .^vieat 
if:=zi • et 10U5 les termes qui suivenl le pre- 
mier evanouissent , puisq^ue lenrs coéfficiens^ 
ont pour facteur 7W-+-/2=7=o. , . 

' Córol. Dans la supposiüon /7H-w=o, N==- • 

. ... , / •• tN' ^' ■ • '• «1^ 'íí;'t 'm;: ■:•«': 

mais , M=(a+6)"» pour luie valeur óuelcon- 

que positive de m { § ijo ). 

Doncaussi^ (a-f^6)-''» =¿= * ^ " 

-771 m -"^-^ , m 77l+i;"'"r2 2 ^ .TH-j^a.-^-?^ • 

5 loo. yn peut apphquer aux puissances 
quelcoxiques d'un fiinot¿*e les co¿set[iiénces qui 
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ont etetirees du cas oü rei:posant esl cntier et 

positif dans les ^ 1 66 — 1 68v . 

: Lorsque Fexposant cst un nombre entler 

etpoátif^ le deVeloppement de lá puissance 

est compose d'un nombre fini de termes ^ dont 

le premier et le dernier sont les puissances 

des deúx termes du binóme dont l'exposant 

esl le méme que le premier. Dans ce cas , fl 

est indifierent de commencer par Pun ou par 

IWre de c^s deux termes^ pourvu <}u'on 

prenae tous les termes qui composent la 

puissance. 

II n^en.est pas de méme lorsque Texposant 
n'est pas un nombre entier et positif* En 
efiet^ les exposans du premiei^ terme a dimi» 
nuant successivement d'une unite y les expo- 
sans des termes qui suivent le premier , sont 
les differences d'un nombre ou fractionnaire 
quelconqué ou entier negatif et d'un nombre 
entier positif;, partant, ees exposans ne sont 
jamab zero , et il en est de méme des coeffi-^ 
ciens ; done, la formule n'est pas terminee. 
Dans ees cas^lpour que la formule dere- 
loppée converge yers la valeur du binóme á 
developper, dc^maniére qu'elJe eñ approche 
d-autant plus qu'on en prend un plus grand 
nombre de termes , il faut- que le secoad 
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t^rme fie ^k pas plu$ graod quet' le premier^' 
et la convergence jest d'autant plus rapidé^ vpm 
le sepond term^ du l^iqpme ^est plus petlt ^ 
relaÜTOmeiit au preaiier. 

Exemple. Qu'on Teuille eiLtraire la racine 
carree de 2 , et pour cela qu'oa fasse a=:iH-i j 

et >/"í2=(i-hi)5. On obüent par la formule 
binomiale ^ et en reduisant chaqué terme 

Ce lie suitts oonYerge lentement vers la valeur 
de f/'a. MaiS) si on decompose a dans les 
deus paities H et ^ ; et si on extrait la ra-« 
eine carree de Xff *^"áfe) P*^ ^^ formule bi^- 
nOmiale en faisaht ax^^^ ^=^> ^^^^^^i ^° 

irouve K2=| + i ¿-i 35^+^.^-3.-.. 
On obtiendtx>itune formule beaucoup plus con^ 
vergeme, en faisant 2=f|f-:í^=^f|Ki-58?) J 
de la j/'aís^jj-g. 42rr7"*8*f5T7'"*T6*T5T7 «*•••• 
Apres avoir decompose a dans les deux 

fracüons H ^^ ^ i ^^ ^" developpe (^H-jf )^ j 
en regardant^ comme ^'tai>t le premier tenue, 
on obtient pour c^ developpement 
i( H-.Í.49.— |. V-h:íV- 49'-^ • • • • ) süite qui 
s'eloigne de jk^a tres rapidement^ ^\ d'autani 
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plusquW en prend un peü grand nómbrele 
termes. 

De méme , si on decompose a dans les 
deux parties egales i et i ; et si on de-* 

veloppe la fracuon conformement a la 

íbnniile binomiale, en faisant a=:=i^ 5==:i, 

»=— 1 •• on trouve ^ = 1-1+1-1+1-1+... 

1+1 

La somme de cette suite est T^pitcS ou zero^ 

suívant qu'pn prend pn nombre impair ou 

m. Qonibre pair de ses termes ; et partant ^ 

elle s'e'loigne to^ijpurs d'une méme quantite, 

dternatlTement en plus et en moins, de la 

valeur de la fraction propose'e» 

Soit fait ^=f j et soit decompose 4 dans les 

deux parües 3 et 1 ^ on obtient : 

^"S+T^^^S 3^"^ 3' 5*"^3^'^""^' 
suiíe convergente vers la fraction j. Mais , si. 
on developpe |a fraction ^ en la pre'sentant 

sous la forme ■ ^ , on a pour (Je'véloppement 

a(i_3^«5«^5«4-3*_. ) j suiíe qui 

?'eloigne de la fraction propose'e , soit par ex- 
cfes, soit par deTaut, d'autant plus qu^on prend 
un plus grand nombre de ses termes. 
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- De méme ,( soit a = 3— i.j , • 

1 1 1 X 1 1 " . 

promptemeíat convergente vers ^. Mais le de*- 

' véldppemenl ^ú ,suíte de F^xpression — > — ^^ 

^onne — (i^-34-5''-+-3'-t-3*H- ) ; 

suite de laquelle on ne peut ríen conclurc sur 
la valeur de la fracüon proposee , et qui eü 
diverge rapídeiBent^ : 

Pour le pre'serit , je n'jnsíste pas davantage 
sur ce sujet auquel nous seróns appeles a re* 
venir dans la suite. ^ . 

^ i8i. Pour appliquer la formule geneVale 
du the'oréme binomial k un binóme a-j^bp^-i^ 
Cotoposé d^une pariie reelle a et d'uue partie 
imaginaire by^ — 1 , iHaut se rappeler ce qui 
a e'te expose' dans le § i68* On obtient , 

_~ a o -j .. a ^1^*1 

+ .r ± ».., 

Soit 
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Soít A l'assemblage des termes impaifs du, 
binóme (a+6)'* , ahernativement prece'des des 
signes de Faddition et de la soustraction j et 
. soit B l'assemblage des tei*tnes pairs de ce bi^ 
nome aussi alternaüvement pre'cedes de ees 
signes, on a {€t±by — i)«=sí:a+bK^^1. 

Comme la formule binomiale a ete' demoá* 
trée vraie pour un etposatít quelconqué ^ 
enlier ou fracuonoaire , po^itif ou négatiF, 
on obtient la propositiott genérale suiyatite*^ 
Une puissance quelcOnque á exposaiat eiitier 
ou fracúonnaire ) positif ou'ne'gatif, d^uh 
binóme a+¿í/^—-i j (^oúapósé d'uné ' partió 
réelle a , £t d'une partie imagináire by^--^}, ^ 
est une formule de la mémé forme A+Bj/'-i , 
doQl la partie imagináire est affectee seule- 
ment du signe imagináire J/"-^- i* 

§ 182. Cependant, cette conclusidil ííé áoíti 
pas s'e'cendre au de lá de la supposítioíi sjjíI^^ 
vantlaqtíelle le bicorne pmpose est en partie' 
reel et en partie imagináire j et. €¡a parti^cur*; 
lier, elle ne peut pas étre étendue.au .cas 
oíi a==tó. On ne peut done rien conclure 
sur la valéür de {bjy — 1)'» en p'árticijíer , 
pour les Cas oü n n'est pas ún nombre éntier 
et posltíf. 

Oa pourroít étre tente' d^appliquer £ ees 
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cias la formule precedente , en faisant* 
¿j^/"— i=a — («^^—6^/^ — 1) j et partant^ 

n n II 7Z-1 . n n-l «-i^ 

1 1 s 

^ ■ * 

Maís, Comme cettc suite est interrompue ^ 
sejilemént lorsque n est un nombre entier 
et posiiíf., elle conduit á une quantíte' com- 
ppBe'e des pulssa^ces de 6 et de V^^^^— 1 sans 
n^lftoge de a , seuleraent lórsque n est un 
nopabre euiler et positif,.et on ne peut tirev 
s#6Upe^C<>nséquencc. pour Ips autres valeurs 
del . 72^ ^ui seales font le ^ujet de la ^ifficulte'. 

' Eui§que a"=J/^a'" ^ il sufEt de montrer que 

h' ^'"' V 

J/^^iest de la forkne a-4-6^-i , lorsque n est 

n L 

. lyiBombre entier. Comme jt^ — 1= — i, lors- 
que 72 ^st un pQjoabre ipipaír, il suíEt de montrer 
la • proposition pour Jets, valeurs paires de w* 

Erifin^ coimae y^a^í==y^^a , il suffit de s'oc- 
ct^ei^ des cías oü n est quelque puissance de 3. 

^.iB5..^T/fjéor. J^aífirme que J/^ — i peut étre 
ramenee a la forme a-f^by^-i. Pour cela, soit. 

4 - 

fait a-h&>^-i=í/"-i ; soit el^ve' chaqué mém- 

bre au 0arre'^ on a rta-ít |-2a5^-i=jt/"-l». 



Comme le premier membre de cette ¿quatioá 
conáent la partie re'elle aa — bb ^ tandis qt^g 
r^utre nierabre n'en contient point , cette 
partie reelle doit e'vanoulr, etpartant, €La:=bby 
eia=6. Doncfiussi 2a6j/'-i=:^^-i,et3á6===i} 

^^77i..De Fequaiion, 6¿=aa, ón tire 6=5=4]íl,' 
et de Fe'quatlon i2aa=i , on tire a=4:— r y 




déla, y^-i a les quatre valéurs suivant'es 

, i+K-i '^"^ '-^ !' •' 

Ka / 

$i84, TA^d;^/ Sóit^un binóme /iH-íj/^-^ii 
compose' de la partie réelle a et dé la partie 
imaginaire by^^-x ; j^affirme que sa racine carree 
est un binóme de la méme forme x-^y}/* — Xt{ 

Soit fait af+'jKí/'— i==K(«4-í?^— i) ; 
xx-^yy'^2xy}/''^-^lz¿zá-\-b}/^'-^l ; de la ,' 
xx-^yyzzzwi 2ary=6i donc {§ gjíí ) 

V^, , j^ — |/ — ^ - 






. En effct, (íc+^»/^— 1)^=5 

v-^r- j-r- \^ L.^3j^--. y^i=a+i^'r 

■•--•" 3 ' • 2 * ■. . 4 

4 ' 

$ i85. Coro/, Puisquc >/" — 1 est de4a forme 

8 * 4 

C'+'hy — ij aussl, ><^— 1 (=K^^ — 1) est de 

^^ 8 

la méme forme. De lá j/"— i=j/"f''^ — 1 est de 
]a inéme forme : et .par les mémes raisonne-, 

32 64 a» 

'jnens successifs V^-^i , J/'— 1 , • . . • |/[ — 1 , 

soút de la méme forme. 

Dono , en general , les racines de tous les 
.•ordre^ de — -x don$ les índices sont des puis- 
sanees de 2- k exposans entiers et posicifs, 
se raménent á la forme a-^bl/' — 1, dont la 
partie imagiaaire est, aflPjpcte'e seulement de la 
partie imaginaire f/'-r^i.,- 

■§ 186. Tai dlt (^ 181 ) , que, lorsque n est 

un nombre impair, K^r— 1 est la quantité 
reelle — i. Cetle dernlere quantité n'est pas 
la seule dont la :W™^ puissance est — 1 j cu 

n 

J/' — 1 n'a pas la valeur unique — -i. 

Exemp. -^ On trouve que y — 1 outre la 
, YaJeur —1 , a encoré les 4eui Yaleurs ima- 
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gmaires =^- } a*, j/"-! ouire la valeut* 

— 1 a encoré les quatre valeurs imaglnaires : 

K5-f 1 , Ík(io-2k5) ^ -k5-i ^(lo+aKS) ^ 

L. — K -1, h L/^-i* 

4 X 4 •^-'4X4 •^. 

En consequence y lorsque n est un Dt>mbre 
ímpair y on est appele á rechercher s'il peut 

n 

cíitrer dans les valeurs de y^ — l diffe'rentés de 
— 1 d^autres expressions imaginaires que í^-i». 

n 

Or, CCS autres valeurs de y^—i 9 en tant 
qu'elles coptiennent de llmaginaire, ne peu- 

, n 

Ycnt pas étre affecte'es du méme signe y^ — l. 
En effet y si elles en etoient afiectees y en 

n » 

subslituant k l/' — 1 sa valefur re'elle -^ — 1 , elle^ 
cesseroient d'étre imaglnaires á cet egard*. 

Done y les valeurs de J/^ — 1 , en tant qu'elles ' 
sont imaginaires, ne jiíeuvent éiré affecte'es 

^e du signe }/' — -1 , lequel se reduit á 
a+b}/' — 1. 

J 187. Conclusión genérale. Toute quantité 
imaginaire de'pend uniquement de J/^ — 1 y 
quellc que soit sa complieation avant qu'elle 
¿t ele ramonee á la forme a+6j^ — 1^ 

H 5 
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JExemp. !**• Pour ramener {a+hy^ — 1)'« 

k A+Bj/" — 1 j soit presente y^ — l sous la 
fovme p'-{'q}/' — i j soit fáit a+í¡p==:fle, bq=C'y 
pn aura (a+ff^ — i)»=A-hB^ — i. 

a^. Soit la formule ; soit fait 

(a-f-tK — i) 

I» 

tt^-by — i=:p-|-5rV — 15 et partant, 

.1 X p-qV^-i 

— = ^ , on aura 

a.+by-i p-^qV-^ pp-^qq 

{a^b¡>-\y^ Jpp+qq)'" 

5°. Soit (a-fíK— l^XCee+fK— 1)'. Soit 
ramcnee chacune des formules {a-^by^ — i)^ 

n 

et (ce+fj/" — 1)'* aux formes A-t-Bj/^ — 1 et 
A^+B'K-i ; íeur pvoduit AA^-BB'-f (AB'4-A'B)K.i 
n'est plus affecle' que du signe y^ — *\ , et il est 
de la forme a-^by — 1. 

Scholie, Quant a la valeur finale a-^by^ — 1 
d'une quantite imaginaire composee , ce n^est 
pa^ icl le lieu de Fexposer ; elle exige le plus 
souvenl les ressources que fournit la trigo- 
Dometrie analytique. 

§ 188. Théor. Soit R une quantite re'elle, 
ayant pour facteur le binpine imaginaire 
a-^-hy^ — l,j j'affirme qu^ cette quantite reqlle 
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a aussl pour facteur le binóme imagmaire 
<x — ^y^ — 1 9 qui difiere du prece'dent , » scu- 
lement par le sigtie de Pimaginaire hy^ — \. 

B.=ap^65r-|-(ajr+6pjV^-i. Puisque K est reel, 
2a partie imagiiiaire (agr-|-6p)^^— i evanouit , 
et aj+6p=:0} done, K=:ap-65r- (a5r+6p)í/"-i . 
Mais , ap-&gr-(a5r-f-6p)K-i— (a-¿K-i)(p-yl^-l)y 
done, B.=(a — ¿í^— i)(p — qV^ — i)} et par- 

Corol. Puisque la quantite re'elle R , si elle 
est divisible par Tune des deux quanütes ima- 
gmaires a+6>/^ — i est aussi divisible par Tau^ 
tre ; «lie est divisible par leur prodult ««H-66 
qui est reeL Partant , les facteurs imagk- 
naíres d^une quantite reelle se combinent deux 
a deux , de maniere á produife des facteurs 
reels qui sont la somme de deux carres* 

M>. .*+.=(H- ^•^)(- '^p-t'^ '^^^' 



icmc, **H-»=(**f^+>)(*«>-g-+0. 



H 4 



Scholie. Le deVeloppcment complet de cé 
sujet- exige les ressourccs de la trigoriometrie 
analytique. 

§ 189. Puísque (a+ií^'— í)''=A+bK' — i 

t $ l84 ) ; (a+é»/"— i)«-h(a— ¿í/^— l)'H=aAí 

(a-^-by—i)^ — (a—bl/^—i)'^ 
et — »- y: ^— =2B;partanl:, 

celte somtne et celté difierence sont re'ellcs y 
quel qíie soit l'expo^ant n. 

Les quaniite's A et B etant de'terroinees par 
le de'veloppement de la sómme et de la dif- 
ierence de3 pui$sances (a+bj/'-^i)^ et 
(a—-j/'b — 1)'* j ees quantite's A et B sont ex- 
prime'es eji un nombre fini de termes provenant 
de ce de'veloppement , seulement lorsque n 
est un nombre eíítier et positif. . 

Cependant, il est quelques atiires cas oü 
Ton peut obtenir e^actement les valeurs de 
cetie difference , ou les valeurs de Jl et de B. 

3**. Cela a lieu lorsque n est un nombre 
entier negaiif 5 savoir : 

(a-6K-i)" ^(H^í^r^ {aa+bb)n 

1 ' 1 

partant , la somme - — ,/,>-' > +7 — ',,^ ,%« 

et la difference -- — f;^ — !,•• ,w~/ A.hty ,w> 
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¡Bont des quantite reelles^ exprimees en termes 
fiois, lorsque n est ua nombre entien 

2^. Je dís que cela a encoré lieu lorsque n 
€st un nombre fractionnaire dont le deno* 
núnaleur est une puissance entiere de s. 

i" Ex. Soit í/'(«-+-6^-i)-Hí^(a~6^-i)=^J 
preaant les carres de part et d'autre , on 
obtient 2a4-2>^(aa4-66)=^^ j et 



De méme , soit ^"(a+&K-i)-Ka-^K-i)=«K-i ; 
on a 2a — ^2j^(aa-}-¿i)=— z« ; «i5=2 j/"(/wi4-66y7-2í» ; 

a . JBaf. Soit K(a+í^'-i)+>^(a-6'^-i)=«í 

de U, en prepant les carre'sj 

4 

Mais, (i" exemp.) K(^-+-*^-iH-K(«-í^-i) 
estla quantite reelle í^2K(aa-h66;H-2a; done 
aussi la somme prOposee est une quanlile' re'elle 
exprimee en un nombre fiai de termes. 
8 8- 

/ 3™. Soit y^(a-hby-i)-i-y^{a-bi/'-i)—Zy 
íoient pris les carre's , 

4 8 4 

4 4 

Ma¡s|, (a*, exemp.; f/'(a+br-i)+y' (a-by-i) 
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a une valeur reelle en termes finís ; done 
aussi) la somme proposee a une yaleur reelle 
en un tiombrefini de termes. 

On passe de méme successiyement de Fin- 
dice a' á Findice a^; de Ik á Findice 3^ , 
|>uis & Findice 9^ y et en general k Findice a''* 

On montre de méme que la difference 

— ^ r-^ -jr— a une valeur 

reelle en termes finis , lorsque n est une pui$- 
sanee de 2 á eiposant entier* 
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Sur les suites aux différences constantes. 

J igo.OoiT une sulte de quanute's/>,p', jp", 

P*> i?^% jP^ i^*S P^ 9 í^e rious regar- 

derons , par exemple , commé croissantes. 

Soíent príses les diffe'rcnces de deux termes 
successifs de cette sulte , p'-p yp'-p'y p'''-p'\ 
f^'fy P^-P^"" • • • • • jP^^-p^-'. Ces différences 
sontappelees différences premieres, une sulte 
4ont les différences premieres sont constantes 
éstappelee suite du premier orare ^ telle est 
la suite des nombres naturels , et en ge'neral 
une suite arithmetique quclconque. 

í 191. Soient prises les différences des termes 
qui composent la suite des différences pre- 
niieres, ces différences sont appelees diffé- 
rences secóndes , relativement aux termes de 
la premiere suite j elles sont successivement 

I^es coeíficieos des trois termes dont chaqué 
^erence setondé^t compose'e soút 1, 3; x# 



les mémes que ceux des termes du carre du 
binóme. Les suites dont les difierences^se- 
condes sont constantes ^ sont appelees suites 
du second orare ; telle est la suite des nom- 
bres triangulaires , celle des nombres carres , 
celle des nombres polygones, la suite des 
tarre's des tertnes d^une progression arithme- 
tique^ et celle des produits des termes cor- 
respondans de deui^ progressions arithme- 
tiques. 

$ 19a. Süient prises de nouveau les diffe- ^ 
rences de deux termes successifs de la suite 
des diflTerences secondes. Ces differences sont 
áppele'es differences troisiémes , relativement 
aux termes de la premiére suite; elles sont 
successivcment,y-3jt/'+3/-/?,p^^-3yrf3y-y. 

Les tjoefficiens des quatre termes dont cha- 
qué difference troisieme est composee ^ sont 
les mémes que les coefficiens des termes du 
cube du binóme , i^ 5^ 5, 1. Les suites dont^ 
les differences troisiémes sont constantes ^ sont 
appelees suites du troisieme ordre; telles sont 
les suites des üómbres pyramidaux^ la suite 
des nombres cubes , la suite des produits des 
termes correspondans de trois progressions . 
arithmetiques. 
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$193. Soient prises de nouve^u les dlfferences 
de deax termes successifs de la suite des dif- 
ferences trobiemes. Ces difierences.sont ap- 
pelees différences quatriémes , relatiyement 
aux termes de la premiére suite. Elles sont 
\succcssivement , p^^ — 4p'"-+-6p"— ^p'-f-jy ^ 

Les coeíEciens des cinq termes dont cha- 
qué difiereuce quatrieme est composee y sont 
les coefficiens de la quatrieme puissance du 
binóme 1^ 4, 6, 4, 1. Les suites dont 
les différences quatriémes sont constantes ^ 
soDt appelees suites du quatrieme ordre^ 
Tels sont les nombres figures du quatrieme 
ordre , telle e^t la suite des quatriémes 
puissances des nombres naturels ; telle est la 
suite des produits continuéis des termes cor- 
respondans de quatre prog^essions arithme*- 
tiques. 

$ 194. Les différences des différences qua^ 
triémes forment la suite des différences cinquié- 
mes; les différences des différences cinquiémes^ 
forment |a suite des différences sixiémes, et 
ainsi d(B suite; de maniere que les différences 
des différences m"" forment la suite des diffé- 
rences 7W4-1°*", 
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L'expression des differences m"***, est - 

m 77Z-1 «- „ • 7n . . 

p" — mp^-^H — . P / • . . . • 4. — p +P. 

1 a ' 1 ~ 

Les suites dont les difierenoes w"** sont 
constantes , sont appelees suiées du wT^ ordre. 
Tels sont les nombres figure's du nT^ ordre j 
^es puissances m"" des nombres naturels , oix 
des termes d'une progressioñ aríthme'dque quel- 
conque; lesproduits continuéis des termes cor- 
respondansde mpi ogres$ions arithmetlques^etc. 

^ 196. pe méme qu'on peut descendre par 
soustraction d'une suíte proposee aux suites 
successives de$ differences de ses termes ; ou 
peut aussi remonter par addition d'une suite 
de diffe'rences, aux suites pre'cedentes ¿les dif- 
rences; et en particulier á la suite originaire 
de laquelle ees suites successives ont tiré leur 
origine. II faut temarquer a cet egard , que 
comme lé premier terme de la suite m"* des 
differences, est la diffeVence des deux pre- 
miers termes de la suite m — 1"* j le premier 
terme de la suite m"^ e't^nt donne' , le pre- 
mier terme de la suite m — -i"* peut étre pris 
a volonte'. , 

Que la suite 7?»""' des differences soit com- 
posee de termes constans y d.¡ soit a le pi:e- 
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l&iér terme de la suite m— i"**; ccttc suite sera 
la suite aríthme'tique a, a+£?^ a+sic?| a-^Zd^ 

a+(;i — l)d* 

Soit a' le premier terme de la suite m — a"* 
des differenceS) cette suite sera a' ^ a'+a^ 

« i.a 

Soit a" le premier terme de ]a suite m-3"* 
des difierencesy cette suite sera a"ya!'-+W^ 
a"+3a'+a^a"+3a'+3a+rf,a"+4a'+6a+4rf.. 
doDt le terme general est : 

„ , , , 71-3 72-1 , n-5 n-a ?i-i , 
«"4(»-.iV+ — . — «+ — . — . -y.d, 

De méme ^ soit a"^ le premier terme de 
la suite m--r^ des diSerences j san terme 
general, qui est le terme sommatoire de la 
*uitc m — 3°** des di&erences , est ; 

I 
£o geneVal, designant par a^ ^ á^ ^ lespre- 

tüiers termes des suites des difierenc^s , en re- 

montant successivement ; on obtient pour le 

terme general de ees suites : 

•i 'la'j 3 I 4" 

'i í^í a 'i 3j'i 4i 5* 

rt alnsí de suite. 



Hx. 1®'. Soient les nombres carrés, i> 4> 9^ 16^ a5«.« 

DifférenCes premi^es, 3> 5, 7, g ' 

DilFérences secondesy 2, a, a,.**. 

Expression genérale des nombres carres : 

(^ — 2)(7i — 1) , ,, „ 
i+5(n — i)-4-a ^ ■ ■ ^j de la, Texpres- 

sion genérale de^Ia somme des nqmbres carres 

n — 1 n n — a n — 1 n 

esi : n+o. ^. — ha • • -. / 

1 a 1 a 5 

J?jp. 2*. Solcnllesnomb.cubes, 1, 8, 27, 64, laS,..., 
Différences premiares, ... 7, 19, ^7, '61, ...g 
DifféreBÜces secondes , -. • . j 12, 18, 24, ... * 
PSerences trobiémes , i . .• G, 6;««..« 

Expression du w"* nombre cube , 

72-1 7z-a w-i ^ w-3 w-a w-i 

1+7 hia. — . ho. — . — . -^ • 

; 1 .12 1 a 3 

De la , expression geneVale de la somtíie 

des nombres cubes : 

n-i n n-2 n-i n ^72^3 n 

n-\r7* — . — hia.— . . ;=-H>. — ... 7. 

1 a 1 a 3 1 4 

Ex. 3"*. Soieñt les quatriemes puissances 
des nombres naturels , 

1, 16^ 81, 256, 625, 1296, . . 
Différences !'••. iS/ 65, 17$, 369, 671, . . 

Différences 2***. 5o, 110, 194^ 3o^, . . 

DifférencesS"**. 60, 84, 108, . . 

DifFérence3 4"% 24; 24, . .^ 

De 



Comme la doctrine 4m fluites des difiéreos 
ordres joue un grand role dans les parües su« 
péríetires des mathémaüqués ^ j^ai crü devoif 
en exposer les premiers piincipes dans ees 
Elémoas , en montrant sa liaison ayec les 
Jiombires figures, ou avcc les coefficiens du 
binóme; ' 'mais la destinsrtionde cet Ouvrage 
ne me {jefmet pas de prolonger ce sujeU; 
Voyez , par exemple , le calcul difieVentie,! 
d^ULER,. celui de La Croix^ le bel Ouvrage 
de M*. le Prófesseur BerTRAKI), intitulé: 
Divéhppement de la Pariie éléirientaíre des 
Wathématiques y ét mon Expoútio , etc. 



Tome II 



l5a EiÉMSN^ d'Aloíbe:», 



CHA PITRE XV. 



$ur l^s Progressionf géométriques et sur Us 
Lpgarithmes. 

§ iq6. Di¡finition*0 o iT une suite dequaniítesy 
td^ttes, c{UQ le rapport de deux qui sic suivent 
esttojajo]ifrs.le méme : cette ^uite ea^,appelee 
T^ne progressioH jg^ométrique^ oii par jéquir 
qpoüem. , 

Ainsi^ spit une suitede qu^ntUes;, telles^ 
que le premier terme est IV^úe j que le se^ 
cond est une quantlte quelconque , et que 
les termes suivans sont des puissances du se- 
cond terme, iJontles eiposans augmentent suc-* 
cessiveinent d'une unite ; cette suite est une 
progression geometrique. 

Symboliq. La suite i, a, o% a^...aP^y o*'*, 

est ime progression ge'ometrique, dpntleT»"* 

terme est la n — ^i"* puissánce de a ou du 

seqond terme. La suite 

:.b^ ¿' b' ¿«-' 
«^ b, — • -3^ ~ii"- 1 est aussi une pro- 



r 
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^¿ssióta géometnqué.' CeUe ptogKs^ón '^ul 
toti;¿urs étfe rátneáe'fe k la preiméréyen la^^r^s 

'■'■ , V ., i 6« V'Vv' 

•L ;; ' • . ■■ •^-. '^^^' "; • .-' • í^ •<:i u) 
líi fecilUé de qeite rcdi^^a. pfHt ns(uSf eiíf 

gagcr á nou^ OQ^uger priDcipaUaifQfifw d^^ {>rQ* 
gressipqs .de H'R'^^^^i^^f^^™?*' :, . 

suvia Ja, forme ejtpbuexiUeUe a9{§ l64 ) ; on 
pei^t aus^i prolonger la progresjsipn .a^^ a^^ 
<^%af.. . , a''"* de raútrc cóté du premier 
, . 1 1 %, - ^ nx, ,^ 

<H»-i); cH»-^), a"f»-5);, . , . a-», ¿r*. Sí¿ est 
Í>lm'gfdttd que' Punile, les termes de la pro- 
gressioa, en allant de lá gauche k la'drbite de- 
puis rumié, Tont successivement en atigmen^ 
tant, la progr^saión est appeleV croiáüanté}, 
^ eoiiiraire , les termes sitúes k lá: gáüché de 
l^uniíé vont successivemetit en diminuant ^ óncí 
\^ p^gróssion á cet égard est décroi^sante^ 
Si a est plus petit que Tunité , la progrcfssion est 
áecroiss^nte en alliñtde la gauche a la^droiten 
<^t elIé est croissante en aliante de lá droite 
ft la gaúühél 
í igS. Soit- une progression géom^triqú^ 

í a 
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t$rmgs ifpiu ; 4^.,puissanc<^ ^dii. |^6nd.. Pone 
prfi.ndre laprpduil; de deux termes de ceHct 
pVpgre66Íon ,. on do^á j»joui&r tleürs e^péosana 
.{§ i(>4 ) : sávoir , a^ X a"=a''*^"» . Pour pren- 
día ll^(?árre' d*un terníie de cetíe progrcssioni 
oÍí%SW^dó\íllAev son expóááhtj poür prendre 
le cube dW térmey bn doít tríplet son"^'ex-¿> 
posant / potir prendre la quatriéme puiá6ánce 
d'¿n teWe'J oú áóh quáifiíipler' son' icipo*^ 
áant t ét,''én general^ pour ele ter un terme 
á^lá' 7¿í**'puíssatice , on doit multiplier soii 
expofeaiít par >w. J^ f _ : . 

4 a> aJí .: 3 5;, i4 4;, „^ „,„ 

Ona(a't) =a jC»'') ==« ', (a") =a ,...(a*) =a '. 

^'" •> - i*-^ '..'■'' "■' "' ' ■ *-n 

_ Pofi^ ¿Uyiser l'un parl^ulre de\ix tercies, 

de cette,progressíon, on doit f¡rj5ndre J|^ diffe* 
renct; dfi leurs exposansi^avoir : a^la^=±kx?^^ 
L?..q^^i?Pt ^''^'" esi une puissance du i^econfi 
tefiQie^yexpos|intposiii£, sin^pi^il iest l'iuiii^ 
ft'A ??.:?iVí^=F?^> :il estjqne frapüofi oa - uni^ 
puis^n9/^.du second teria^ á expp^anti^^atif 

^ Pou.r prendre la racipe Mrree d/ua,teraie^ 
9n ,dou pr^dre la níouje de spn^expos^nt ; 
pour prendre la rocíne cubique d'un tergae^ 
pn doit prendre le liers de son exposant ; 



j^^re le qii9in d^ Fea(pp«ai(it^ 0t,e<i g^'nera)^ 
ppur. prjendre J^r^^^i^e, m*"* d'jun terme,. ont 
<}a^ di;;iseir.son exposaat par nz. Oo ^ done f' 

y^a'hrza^ iy^a^=ia^ iy^a^z=a* il/^a'^=am. 

v^f í^Sg.i iL^eiposarít- d^rUB . leriiAe :in4íqii]e i J^ 
iN»ri^b<B defe ííipp0tjis^figfti3eí i odbide Ftmká 
au^i^pnd tei3Pa€ :d(>ín]t e$t oo^qsq' lis rtpl^ 
pon de l'unite a* le^ jtei:tne. . AioiaiL) (eT.apport 
defi ¿ ^ ^> óotnopOsé de^ rappontsde ii* a a. Qtide 
o i a^, e^f com^o^eV.de deux ra{>po^t$ og^u^t 
a celui de i a a)*l^ raj^oi^^ de i a ^x^ooapwé 
des rapports de i á «, de aj a a^jdc^'a^rfi a% 
Citf!X)mppsé46 troi^rapp^.i$.egaw ái^elúii(}é i 
aíajwi g^s'néir^l^ le jrapport dq'^ i á a^; esí coiat 
pDle d©; TO wppon&^gaux ' a c^lui; . íde,oi:.« üi: 
JAi?<po$ai>%d'wB;ierme.ííst la mesufeodií iií9m- 
Ite 4i» rftppofld egatax cntr'eux , . et é^v^ ai 
S^luiida- Funijuí: au. second tfirnue^. donl esl 
pcanpose le Tl^pojl: de Tunite .áit^ tera^* 
Dltla.) jüt esiíd^peléle /o^ar/íAmeí dén^e.rap- 
pon , el ,ipoi|.r abiifSgei^, it est appélb'gfó \^^ 
iiduii^4e$c,e4et^o[ii8.- - • i! ' • ? 

f !Kk>.c ?Sr roii is^mt nnC; progresáoii' gcOtóiái^ 
\Áa^ dan» iá({lreUe'Íou9 fies nóoíbi^S Ytotu^ 
féV énfrasseni; ^intAe puissances dii «eCofla 
. 13 
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f9Q)fn^B|^9Dte par J'uiMté), 0]i:i 49°^ V)us les 
t$rm§s ^f piU ; 4^j$ puissances ,da. ^ecó Pouc 
prfLQdre le. prpduit, de deux termes de cettc^ 
pVpgre66Íon ,. on do\v ^ijootisr tleür& •expQSsna 
.{§ i()4 ) : sávoir , a^ X a''=a'"^'» . Pour pren- 
afé ll^fiárre* d^uü tiárftie de cette progression ¿ 
bííi'íáíV^doüfcler son expóéalhtj pohr prendre 
le cube dW térttie/ bn doít irípler son*cx-í? 
posant / pour preiidre la quatriéme puisiánce 
d'án tetóte i oñ dólt quá)áWipl¿r son 'eípeU 
áanl t ét,' én general, pour* ele ver un terme 
á^lá' T^í'^^puissance , on doit multipjter soii. 
expofeaiít par fn. ^ ^ , , 

Ona(a'i) ==a jC»'*) =a .; (a") ==:a ;...(a») =^ *. 

_ ,Po|ir diyiser l'un par Faufre deux termes, 
de cette.progression , on doit jrrpiídre ,1^ diSe-» 
renq^j dfi leurs exposausj^avoir : a^la^==í;txrrm^ 
Le.^q^M^Pt ^''""" esl une puissaflce du j|epOQ(l 
t«fi9iB^rexp®s|intpositif , si »>í7íj'^ü ¡est Tuni^^ 
jvv\ af -^ ;9:p=^}, il est une frj^^itioa. oa ;uo4^ 
puis$an9i&.du se.cond terrai^ á exppf ant^dRiágatif 
f\^n<::m... . '.. : ^; ■ . ■ .J '.. :V 

^ Poor preudre la racine Cífrree d^ua.terme^ 
9n ,dpit pr^ndre la níouie de spn.expos^nt; 
pour prendre la racine cubique d'un ter^e^ 
pn doit prendre le tiers de son exposant; 



r » 



i 



pr^re le qv^^rl d^ Fejjpgsai^it f ,f>t, eíi g¿neraí¿ 
p^uf. {>rfeiidre l^.^a^ne. m"* d'un tenue,» oi^ 
4o4 díjíserson exposam p^t m. Oa 4 done i 

YaJ^=^ jj/^atea' T^y^a^z=:a^ yy^a^^T=xim. 

mxi^X^, de& iriipp0;)ts^ egiHJtx á ocfeil de Ftmkí 
aiv.|<^pnd teiHpoé :4<^|, eH .oof9pQ#^Wé ^^ 
port de Funite a* ie« jtecine* . AÍQ$ii.,|e':r9pport I 

de.1 a^l'^.0<Wp6se.de4 rapponts de.iiaa^Qt'ide ; 
a )k a\ e^ cpm^o^^p. de deux rappo^t^ c^gau^t 
a celui de 1 a aj'}^ ra|tf>Qi!t de í a «e^^o^fi^^ 
des rapports de 1 Si ¿z, de ^ a a? ,3ii^<^^rft a% 
4ifU)iDppsé4€ ll>oi» rapp^ri^ egauiK^a^^^elili'iié 1 
a^afeo g^énéir^l^ Je japport áá i.¿ ^^I esjt comt 
pbibé de, J7». jofppKirts^'gaux ' a c^lut.ide^.!:)]:,^^ ¿ii; 
I^j^s^p^aiH d^tiiii;jterme.^t la sü^ufeodi^iiooi- 
k|*c des nippotís, egaiAx enir^eux , . et légawt a 
j^0lat:4e' FunM<e': m, second tfirme^i donl esi 
f^omposé le riippoll; d« Pululé .áí^c^ terme/ 
Di; U>, ^ e8i,a^f)^a.le loga,rithniéss^u^^tt^¡:^ 
pm , et^:pQur abi!f5ger:, il- est appéliíglf^ \^^^ 
ndi|£^et.d«ic,e.^ermiB. « i! ' ? 

f aob^.' -S^ lisii íj^Ycát nnC; progresáoii' ge'Oftiíái^ 
tiiqi^ dá»s {áqtre&e'iaua^lés iiónibi^É^''Mtu^ 
f^ eiiirassenv ^mme püissances dií -^eóoñ^ 

1 3 
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fgmfO^BS^ate par .rupite p on dont tpus íes 

prfLQdre l& prpduit de deux termes de C€He^ 
pVp^esfiion,. on do^i)»joalar tleür& ^%po$mos^ 
.( § i()4 ) : sávoir , a^ Xo'^^m"^^ . Pour pren- 
3fe llT^árre" d*un tierñíife de cene progressioni 
bíb'í^fíPdotftiler son expóááhtj potir preadre 
le cube dW térttie^ oú doit trípler son'cx^ 
posant; pour preudre la quatriéine puisfthnce 
d'ún letóe-J oñ doit quáldHij^ler son ^á^-- 
áaiit í ét,'\én general, pour ele ver un terme 
á"lá' T^ií'^^puíssance , on doit multipjter^ soii 
expofeaiít par tn. J r . . 

^ i^ a» • 5 5n »4 4n i»* mn 

. Pofjr dÍYiser Tun par Faufre deux terjai<^, 
de^ceite.progression, on doit p^rpndre jla difie<* 
renq^ .dfi leurs exposansj §avQÍr : a^:a^=±it^''rm^ 
Le. qupliept q^-^ esi une puissiince du sepqn^ 
^r«?^Íf expos^ntpositif,. sl»>i»j^il est Tuni^ 
ft^ ??.i^Ví^iF?^r il est une fracítiofi o» un^ 
pu^san(j^.du second terme áexppsant^^i^iBigatif 
f\>^^^'.: . '.. -; ' -í '.!:l 

, PPV preudre la racine Cífrree d^ua,teraie> 
9n ,dpit prfndre la moiiie de spn.ezpos^nt; 
pour prendre la racine cubique d'un terme, 
ep^ >ípi^ prendre le liers de son exposant ; 
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pelare le qu?irl d^ Fea(pgisai(Ltf ^t^ c0 g¿neral> 
f>9ur. j^reinlre l^^f apiñe, m"* d'un terme,» oi^ 
4oitt difiser.soxi exposaat p$it t?». Oa a done f 

•m.?^.^-> "^ • ^ .. . . '-. ' .'.';-...-,.':•? 
\ fjtjgg,; Jy^euposant- 4ViB . teritae .in(|i(^'t J4^ 
ioii|brB defe i?«pp0Jt)is ég$H%x á- ocluid de Ftmká 
au.f^pnd terftté |d<>ínft e5t ooppipQfl^ lé jrapf^ 
pon de runité a* .c^ jteirtne. . AÍQ9Íi, üe-rrapport 
ée*lk4f^.oomp^d^$ rappontsde »|| aa, Qtide 
a h avesf. ccmij^o^é^de deux ragpo^t^ ogau^t 
a celm de i a aj*)^ rs^Qift de i a af^omf!^ 
des rapports de i k Oy de Oik a? j^ife-a^rfi a% 
«tpomppsé^^ troi^rapp^i^.egavsiíáj^eliüiíé i 
ata; eo génér^l^ j(e rapport di^ i á a^; est com^ 
pioKe dte . w fíapppits^'gaux ' a c^lui . d^.oiik ^*: 
U^%jpmAm d^WBilerme.ést la oaesuíeodií iií9m- 
b^e dea pftpports, egl*^x cnir^eux , . et i¿gaU5t a 
S^lui;^ Funijié. au second ifirnue >, doni esi 
P^D^se le riippQti: d« Tunilé .ácC^e ter^e* 
Dfí li, ^ eai>aff^é le logaritkmeldíii^eerx&jprT 
fon , et ,.poi|r abjí^ier , il- est appéllíék 1q¿^^ 
iÍlliint^4^íC,e4et^opi<B, ' - i! :'^ 

f OCd/ •& íoii iavoit une. progresáoii' gc^Otolí^ 
triqué dáttS lá<Jlt€He'tous?les nómbi^S^^iíatu- 
féV éíifrassenv ^nitne puissatices dit -seCotía 
. I 3 
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i4o Éii¿M;EKs b'Algíbre; 
determine le nombre auquel il repond.: coij^m/é 
cei;te determinatlon x\e presente aucupB dii&r 
cuite Iprsque le loga^ithme propone sck trouw 
imme4iatcme;Qt:dans les tables : je yais prendre 
un exemple du cas contrairc._ . » 

Man tisse dulog^ propose' . .. . 5.6§4968* 
Log. tab. \mm4^diiemeniplnspeúip*oG&4tg5i. 
Nombre correspondant, SyoflS. ; ..,„ ,í^ 
I)ifi)ércxice de ees deux log. . • . , ; ;^9i7» 
Diff. la plus yoisjne dans les petiteslajbles^ i24« 
Nombre correspondant , 2. 
Diff. de cés deux diffe'rences . f, . .3. 
Nombre- cQf respóndante 5. j . ,, , . . 

Nombré cherche 6702 5a5« si.la, caracte* 
ristique cst 6i sinop^ on met parnu lesi <i4r 
cim^les auts^t de caracteres queja carácter 
ristique a d'uipites au-dessous de^6,i 

J€ le re'pete-;. c'.e^t par un cxercice reitere 
quW se famili^rke avec l'usage des tables; il 
serolt mutile de'proposer iciun granÜ nombre 
d'exemples. Je p^sse aux applicatíon$. 

^xemple de multiplication. 
Multiplicande 784. Log. 784=2,8943161 
}!^ultiplicatear 968. log. 968=2,9858754 
^' • log. pr. =5,8801915 

" . • * "log.voiáin= '88oj9o9£=log. 75891 
. •..'• DíE- ' ■= '.::ia í^:;;.^ ■■- 

. , Diff. corresp. des sombres =/ . s a 
produit 75891a. 
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"^ • .: Exemple de dwi9i»i^ \. i 

BiTidendi^ * 327 6a8 ; l6g» • 2^7 628=5,357 ^^7 ' 
Difiseor ;: . * 672, lag. - ^72^1=2,8273693 . 

qjioticnv,^ = a^8,73;a.^. 
Esífmpks relatas mux. froi^fions* 

Müll*^ |. • tog. 5=feó;6§8970o 

Milita '^ log. 8=0,9030900 ::í : ) 

1<*%. : . |=-n785 88opí«9,79588oo(— loy 

)95. ^=-xí?659i68==g,7659i68(— 10) 

log.pr.=-i,56i7968==?9,56l,7968(---io); 

pr. =^ 0,3645833 ' ^ ♦ 

KA 35=é=M • log. J^= o,574o3i3 

Kt'. ^ log. fa= 0,0579920 

log. quot. = 0,6320233 ^ ^ 

quot.=: 49285715 

ExempUs relatifs aux extractions de rocines. 

Log. 2=o,3Óio3oo log. 5=0^698 9700 

Log.^2==o,i5o5r5o rog.f^5=o,2329goo 
K;2=i,4i4-2i4-. k5=i, 7^9976 
Je passe a'quelques problémes relalifs aux 

interéts cdirrpóses. 
" 6 2Ó2\ Unie personne qui po^sedé aoooofrs. 

les fait valoW pendant 18 arís ,' áti 5S, en in-* 
terét coriipose'. ( c'esl-á-dire , de maniere que 
riñleVét est ajoule, chaqué annee, au capital 
poür p/roduir'e intórét ). Quel Sera §on capital 
ati bout^de.18 áhsí " . •' ' * 



he capital a«^meiue cfaaqoe annee de ^ 
de lui-aiéme ^ cu il d«rvie«i a Ik ¿d 4e chaqpe 
année ks ^^- de ce qu^il etoit aü conwien- 
cement de' éétite aimée; ainsi , au bout de 
détix ans il est'dcviBhu les |^ des |^ ou 
ÍTüé)^ de ce cpi'il etoít au comi^enéétnent de 
la premiere anae^ : ist, (es. ani)¿fs erouísapt 

comme les nombres 3> 4| 5 ^ scki c%pitat 

au'bout de ce^ twto'scra deveáu ^^)% {\U)% 

(111)* de ce cpi'2 é^toil an commence- 

ment de la premiere . annee ; ét en partica- 
lier, le capital 20000 frs. ^era derenu au bou,% 
de i8ans, 20000X(?^)*% 

Log. (-¡^)ia=o,S8i3a74 

Log.aoooo =4,3oio3oo 

I.og.200oo(^)> »=4,682 3374; aQOOo(|g§)» «=48 121,3 

En general , soit 5 fe premier capital , r le.^ 

tau« de rinle'rét, el partant , — ^^-^-- le taux 

de la fructifíoatlon ou le rappqr^ du capital 
a la fin d'une annee á ce capital au eonunen- 
cement de cette anaee;. soitn le, nombre des 

anne'es : on demande la valeur de ( ) . 

^ut. exerc. La populatiop d'un Etal aug- 
mente de ^ par annee , sa populaüon ac- 
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taellé est de flOOcK>ó ames : qiieNe sera sa po- 
ptdaü6ti dans 100 áns ? On demande la valeur 

• 'Oa Vend^un cliéval'sous la condiiión qu^on 
paiéiiásou {)Otir le premier clou, a pourle 
second) 4 pourle troisi^'me', en dóüblant tpu- 
fóti&fs lé prix pour un clou, afiíh d^obtenir celui 
dfi^bü^uivañt r ón demande le nombre cor- 
tcispondant áü 3Í2** clou ,• oti la valeur de 2*^* ., 

§ ao5. Un^ personne doit un capital dd 
loobóo frs. payables dans 26 anís sans inle'rét^ 
Par quel capital peut-elle acquiíter cétle dette 
preáéntement , en comptant Tinterét au 6§? 

Une personne qui poss^de presentement un 
capital 8 y et qui le fait yaioir au 6§ , pos* 
aecle au bout de 26.an{s .í(|^)*® : done, re- 
ciproquen^nt , la valeur presente d'un capital 
payable dans 20 ans est les ( j^)*° de ce capital , 
^t en particulier la valeur présente de 1 00000 1!, 
payables dans 20 ans', est 

lOO.QQO X(|§?)''''=1<^<^^Q >^71oK3o- 

J^g- !§§ =0,025 3o59 

^fr (i^)^^=5=o,5o6ii8o 

Log.ioóooo ==5,0000000 

^ Log.iooo6óX/Tk\4¿~^*'^9^^^^^^^ 5i 180,4. 



1:4o ÉliÉMENS B'ALa¿BIlE^ 

On peut dofic e^coíDpter ppur .5il8QJÍ'8s/ 
un capital de looooo frs. payable daos aóaiis** 

En general y soit c le capital dú au bout 
d'un nombre donne' n d'annees saos inteirét $ 
ct solt r le taux de Hnte'rét : oa de^nde 
la valeur presente de ce capital. ¡ 

La popularon d'un £tstt augmenta cha^pie 
annee de ^ ; sa populatioA acjluelle etant de 
8000000 d'ámes y quelLe etpit sa pop|:(latioá 
il y a utí siecle? 

§ 2o4. Une personne qui dpit un capital 
^e 20122 frs. payaUes dans 12 ans sans ia- 
teréf, offre loooQ frs. pour ácquitter sa dette 
pre'sentement : on demande le taux auquel' 
elle compte Finteréf. ' . • . 

.Soit r le taux de rinterét, et partant — ^ 

^ 100 

le taux de la íructiffcation , cín doit avoir Te- 

100'~t-"7' ** ' 

quation' 10000 (— -^ —) =;20122 : dono 4 

100 . ^ 

,100+r^** 100-t-r ^3 
(— —- ) =2,01225— —-=Ka,oia2. 
100 ^ 100 

Log. 2,0122=0,3036711 

Log. |/"2,oi22=o,0255o59=Iog. 106. Par- 
lante le taux cherché de Tinterét, est¡ 6S. , 

£n gene'ral, soit s un capital, et c sa va- 
leur 



leur au bout d'un certain nombre n d'ajx- 

necs; on a Fequatioa «X( ) 3=c j et 

loo+r'* c 7,r . . * *' 

\ ) — -fc 

loo ' s 

la pppuls^tion d^n £tat a double aubout de 
aS'aiis.i^qiiisIle etoit Faugmen^tiQn jai^vce^e f, 

La pQgu}^t]|on d'un . Ets^t ^a . tripl,^; .aif bout 
de4o aj^^i^q^ellef^'toitraugmentation^aani^elle ? 

Sil persoi^nes seulement capables^/^ ^^P^H*^ 
pler la ter^e ayant survecu au d^i^^^.dan^ 
^el rapport se fai$oit la fócondatio^ d^ ^^ 
terre, ¿ au bout de t6oo ans elle a contena 
600000. habitaw ? •; ü. > , . 

$ ao&. Une personne faU ' váloír ün eislpital 
tn btbrét. compose aU 5§: au bout de ^ombien 
dWees sera-t-il double'.? ,, . . 

Soit n le nombre cherche d^arioeea-ron doit 
rosoudcer^quatioB (|g|)»s=t:a^ 7ílog.}§|xsJog*í3. 

log. ioS^^Iog, 100 ~ ^^ * « ^ ^ " r^ : 

Aüt exérc. Au bout dé coüibíen d^aññeéá' 
UD capital sera-t-iltriple'j qü^idruple^ etc.? 

GeneValémeiit ,^ r ¿íant le taüx de Vihterét, 
?t s un Cajjital, au bout de*^ corhbien d'ari- * 
necs Ce capital sera - t- il devcnu ¿?. ? Dans 

Tome IL K 
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Fequatíon «X ( j =^ , on trouvc 

loq 

log. c — ^log. s 



'lag-(ioo+r) — log. loo' 

Connoissant raugmentation annuelle de la 
pdpulatióti d^un Etat , -on- diemande au hújat de 
combieii d'annees la pópulatión dlá cét Etat 
átirá augmteiite dáns iln rappoit donné. 

lint vasepleiri de viñ contient lOO knesurés» 
Orf^eh tire une mesure qu'on remplace par 
únfe ineéore d^eauj on iire une mesuré^ da me'- 
latige (ju'on remplace par une mesure d'ean, 
et iain^ de suile. Oh' demande le nombre 
des extractions et des remplaccraens successífs 
qub Fon doit faire ^ pour que le máange sóít 
oomposé de 'parties egales de Tin et d'eau; 
et plus generalement pOur que I&.tIb soit une 
partie dé'terminee du mélange* 
. Oonnoissant le rapport des capacites du corps 
de pompe et du replpient d'une machine pneu- 
matique , on demande combien on doit'^on- 
n*er de coups de pistón pour obtenir une rare- 
factipn donnee de Fair dans le re'cipient. 

fiem. Lorsqu'oñ place un capital en in- 
te'rét compose á un taux donne' , ce capital 
va GontÍQueIlement en augmentant , et en 
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paniculier il ne peut jamai$» se convertir en 

un^ d^tte. L^equation sXÍ — — J=s=^í?, 

100 . 

est done ahsarde^ et la val^ur de n est im^ 

possible. Or , cette equatioo resolue par les Io« 

gári¿kines , donne /!==:, 7^2^ '-r— 7^^ i 

^ log. (loo-hr) - log. 100 

done, cette derniere eipression est impossíble. 

Maisj^ cette ímpossibilite oe peut pas provenir 

d^ logaritbmes de «^ de 100+r et de loo^ 

done , elle nc peut proveoir que de log.-^c. 

L'iotroductioa du logarlthme d'une, quantite 

n^g^tiva indique doiic'(au n^oinsdansce cas) 

FimjpíOssIbUite de la questign y et elle doit nous ' 

faire présumer <jue íe logarítbme d^une quan- 

tue s^aitive est impossibie ( c^est Ce que pqu^. 

examinerons plusparticulieremenl dansla suite). 

§ 206. Prob. Une personne est interessee 
dans deux commerces ; dans Tun , pouf une 
SQmme de 100000 frs^^ sur laquelle elle ^a- 
goe i5g; dans Fautre, pour une somme de 
iSQOoo fr^. , sur laquelle elle gagne i^§ : oa 
ijbmande au bout de combien d'annees elle 
possedera dans ees deux commerces des ca- 
pitaux egaux. 

Den. Soit n le nombre cherche d'anne'es. 

Le capital place dans le premier commerce 

Ka 



i48 Élímens d^Aígébké, 
sera devenu aubout de ce tems iooooo(|^)»; 
et le capital place dans le second commerce 
sera devenu au bout de ce tenis lao 000(1^)'». 

Cond. iooooox(|^)"=í=1200ooX(t^)''. ^ 

Red. (li|)«=i,2. 

Partant , «juoique cette question paroSsse 
plus compliquee que celles du § 2o5 ^ elle est 
exactement de la méme nature qu'elles , puis- ' 
qu'on demande que]le est la puissance á la- 
quelle on dolt eleyer le nombre donne' ff| 
pour ob teñir 1,2. 

, En gene'ral, soit s le premier capital, r le 
taux de soninte'rét, «'un autre capital, et V 
le taux de son interét : ^on doit avoir Tequa- 

xion' sX{ ) =:» x( ) J pártante- 

*Aut, exer. La popúlátion d'un Etat qüi 
comprend 200b 60b d'ámes, augmente de ^ 
par ánne'e. La population dW autre Etat qui 
comprend i5ooooo ames augmente de g^ par' 
annee ; au bout de combíen d'annees ees deux 
Etats seront - ils egalement peuples ? 

La population d'un Etat qui com^prend 
5 000 000 d'habitáns ^ augmente par anne'e 
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de ^. La population d'un autre Etat qui com- 
pread 6000000 d'ámes diminue par annee 
de^^: au bout de combieQ^d'annees ees deux 
Etats seront-ils egalement peupk's Z 

SUyk la notation decimale^ en subsütuoit 
lanotation duodecimales oa demande le]|nom- 
bre qui, suivant la premíére notation, seroit 
eipñme par un caractére de plus que suivant 
la seconde. Eq. l3'»3=lO»+^ 

En general , on demande des pi;u$sances 
egales de deux nombres donnes , dont la difie- 
rence des - exposans est donnee. 

$307. Prob. Une pérsonne possede un Cá^- 
pitalde laooofrs.^ qu'elle faitvaloirá intérét 
composcf au 60 par annee. Une autre pérsonne 
qui possede im capital de liSoofrs. , le faít 
valoir á |S par moia> aussi á interét compose : 
oa [denoande le tems au bout duquel oes deux 
capitaux seront egaux. 

Soit n le nombre cherche d'annees , et ^r- 
tant, isin le nombre cherche de. niois : on 
doitavoir iajooox(|§§)«=ii8oo><:(|§i)»^^ 
ou, 6o(iM)^59(|^)«- _ ' 

'^^ T§§4-log. 6o=^2/^ log. |g¿+log. 59; 

Done, n— ^og-^-^og-59 ...q^^. lo^ 
' ialos.Í§¿-log.|^-'>^-»68;5-x-, 

k ^' 
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Rem. (fgi)'^=:i,o6i6. Partant , lorsqu^on 
fait valoir un capkal de .iot)óO frs* a | pow 
cent par mois, ott retire au bout de Fannee 
616 frs. d'iate'rét^ au Heu de €00 qu'oa ati»- 
ro^it retires si od aivoit fáit Valoir cé ¿apit&I a 
€ pofiiip cent par ántiée ? 

Un usurier fait VaMr tiu capital de 10 000 fra. 
¿ ^póur cent par seínain^ : au bout de eomlH^D 
d'anne'es sera - 1 - il d\in dixiéme plus ríche 
que s'il ávoit fait valoir ce méme capital á 

6 pour cent par année ? 

. ítem. Un usurier fait Valoir un capital de 
ipoOiO firis. a j^ pour ^ent par jour* Quel est 
le tems aiá bout duqüel U sera deux fois au6si 
ricbe que s'il avoit.fkit valoir Ce capital au 
10 pour cent par. aniíe'e. 

$ 208. Au inoyén des logarithnies ^ on peut 
souvent approcher de se former une idee 
du rcsultat d'un calcul y qu'il seroit irop 1od§ 
d^ex<ícuter pour obtenir ee re'sisltát exact. 

Ex. 1*'. Od demande de se former une 
idee de la 64"' puissance de a, ou de a*\ 
on a, Iog.2:=o^3oio7oo; delá> log. a**=\9,2659aoo* 

Pariant, le nombre cherche' est compose 
de 520 caracteres dont les sept prémiers sont 
18446746. 

De mcme| on demande de se former une 
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idee appro^hee de la 5o^^ puisáance de 3^ ou 
de la 40*** pmssance de 4. • ' \ 

Exemp.Sí^. Si on fait valoii^^un capital de 
lOOQOof. 9 ea interét composé au 5 pour cept y 
on demande ce qu'il sera devenu au bout .de 
1000 ans : on demande la váleur approchée .de> 
iooooo(iM)-oo^ ' ;- 

Log. |§^=o,oai 1.895 

Log. (i§|)--= 21,1893000 
log. iooooo(|^)*^^=a6,iB95ooo. 

Le nombre correspondant est compose de 27 
caracteres , il est plus grand que 1 546 3aax i(x^\ 
8a grandeur, vers laquePe je ne crois pas qucr 
tous les tresprs re'unb des puissances.dej^ 
terre puissent approcher , est un exemple d^ 
Fopposition qui peut avoir Ueu entre les r«e-r 
sultats des abstractions purement mathemati- 
<]ues^ et les applications ou la possibilite pby- 
isique de ees resultats. On peut appliquer la 
méme reflexión aux suppositions admissibles 
sur Paugmentation de la population^ sur la 
loi de la diminution des germes dáns le sys- 
teme de Femboitement y etc. 

Soit une suíte de quantites exponentielles^ 
telles, que leurs exposans suivent une pro- 
gression geometrique ; cette suite est appelée 

K 4 



fiypérgéométri^ue. Pour pjeu que la base de 
ees quantites expopeptielles surpasse. Tunite^ 
l€;5 jt^^mies de cette sulte vaat én croissüant 
ires rapidemeñt. 

Exéjnp: Soitla sulte a, 4^ 1 6, 256, 65 536. . . . ^^ 
tcjlle We chaqué terme QSt le carre' de celui 
qüi le pre'céde : on demande de se formei^ 
une idee approche'e de la grandeur du onzlerne 
terme de cetle smte. : ce onzieme terme cst 

2* . Or^i, 2 ^^=;ioa4:i done, ce onzieme terme 
est 2^°** son logariihme est io24xiog.2=3o8,25472oo,. 
ce nombre est compose* de Sog caracteres^ 
taf progrcssion croitroit avec bien plus de 
H^ditQ, sí chaqué terme étoit íe cube ou 
üné*puiss8Ínce plps' eíevee du terme prece- 
dent ,. et ú íe premier termo etoit plus grand 
ijtíe deux.. 
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Sur, Id Mmmation, des progressiouB 
géométriques^ 

$ aog. OoiT une progressibn geometríque dont 
le premier terme est Funite; dont le second 
terme tú a ^ et dont le nombre des termes 
est Tí. Soít s la somme cherche'e des termes 
decelte progressíon, de' maniere que 
«=i-+fa-ha^-H»'-+-a*H-.. • . -4-a'*'*- : aa a anal 
a«= a-|-.a^+a'H-a*4- . . . H-a»-^-+-a'» , en 
mulüjpliant par a les deux membres de la pre- 
fiere equation. ' 

i". Cas. Soit a]>l; des náembres de la 
s¿conde equatio» , soient retranche's les mem- 
bres de la.premiére , on obtieni ai-^ssca^-i, 

et «=— í — . Savoir; dú terme qui suivroit le 

dernier -soit retranobe; le premier, et soit <fi- 
vise le reste parla.difierence des deux pre- 
^iers termes ; le qúotient est la .somme de 
la progresión. -^ 



L 
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On demonire «yolhedqueiüenl 1% foriaule 
precedente, en próuvaat que si elle est vraie 
pour i|ne Certaine Vaiéup de n , elle est vraie 
pour une valeur supe'rieure d'une unite'. Ea 

^ ' « — 1 tt — 1 a— 1 ^*" á— ^1 

J^AT.Valeursdea; ^ 5 4 5,.,.. 

^r . . 3"-i 4»-.i 5»-i 

Taleursde «i, ^'*-l> — ^-^ — 3-^, -rr— .-.¿^ 

a a 4 



a . Ca«. Soit a<^i ; des membres de la 
* premiére equation soient retranches les mem- 
bres de la seconde;- on^ obtient 5-a^=i-a'»; 

let «=:——- . Dtt prémíet ■ ferme , soit tetran- 

che le terme qui suivroit le dernier ,' et soit 
divise' le reste par la difiVfrenc^ des deux pre- 
miers termes : le qupuent est la somme de 
la progression. 

. Xem. 1^^ Les. foirmule^ relativa ílxxx deux 
jsuppositioos a^i eta<Ci^ differént Tune de 
Vautre, seulement par les signes dea termes 
des fractions qui les expriment. 

Rem. ü •. Lorque a<Ci , les deux quantites 

fí" et vont continuellemefit €a'*'dinu<" 

1 — a 
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nuant par raugmenlaüon de n y et chaóune 
d'elies peut étf e rendue plus peúte qu^auciuM 
quantlte tosigaee. Partant y la somme de Ja 

progrossioa toujours plus petite que 



peut en difierer moins que d'aucune quantit^ 

assignée j et partant esl la limite de U 

gomase de la progresaion decroissante ^ 
i+a+a""-^.. . • rha"""* Ex. Solt : 

&"'*. €ba. 9oit assz% ^ Ub eqqaiíoiia 
«(a — i)=^-^i-|-a», et «(i — a)=i— a**, pa- 
roissent devenir oX«=oj et «=5, exprés- 
ffion de laquelle on áe peut írien conclure. 
Cependant, dans ce cas ^=/^) pubque tous 
les termes de la progresslon sont e'gaux a 
Tunité ; ü faut denc réchercher comment les 
Tormules de l'un ou Fautre des deux premier^ 
cas peuvent s'appliquer á ce troisieme cas. 

Son,.'|>ar enemple, la foraiule du premier 

cas, «= , de laquelle on doit út^v h 

a — i 

valeur de § relativo au cas a=^i^ 
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Faisqiie a est'supposéplur gvand que i, 
^t 0=1=1 --Hr, ;et a-^iL-sstz. ; , . 

1*12 *ia 3 "i 4 T-«— 

'-■ ■'^ ■ .-'... « . . » . 

Or, lorsque a=i ,a — i=je=o; done, tous 
les termes qui süíyent le premier sont affectes 
du facteur ( ápparenl ) zero j'pairlánt , lorsque 

,^^=^1»— — =/^> amsi que cela doit étre. 

..llem.2 *. Jjes deiu termes de la fraction 

«"-1 » ' 1 

' ont aans tótís les» cas le diviséur bomitaua 

€¿-li- En effet, a«-i===(a-i)(a«-'+a'^2.j. ] .^^¿^ 



í' < 



a^-l 



Paartanty>Ia;Talear)de'la fractíon —i—* estin*- 

o — X 

dependanie* du facteur a — i , et elle est cons- 

,t^mment ««-i+a'^-'^-t- . . . +a+i j dans le cas 

particuüer oü az^i . ceite valeur est n X i=/2. 

sLn general j 

^'-^=M(« •+« ¿'+'...+a¿ +i ),ctpartant 
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De méme : 

' • ■ ' í 

n n n*i »-2 n-2 n-i 

71-1 n-2 71-2 n-i n-i 

lorsqué a=6. ' ' — ' 

$3io« Qué la progresión á sommer ait' 
pour premier terme a et pour secoad terme hl 
La somme de cette progression cadt : - 

0(14,-4. • • • • H ^)=^— ^ lorgcue *>>«, - 

— lorscpie ¿<:^a. 



Dans le seGO]9i4 cas, lá limite de la somm<e 

aa '. . •• -.• 
est . 

a— fr .•••• ^ .".•:' . 

«'^"^ 
Solí a:=b ; la sotiiine est Ax — ^=ií^. 

• • • ■..■•■■.-. : .,.'r, 

$211. Soitlafractíon ; deVeloppeé en. 

sulte : .. - -;- , .. 



1^ £¿¿M£NS D'AliaBB&f^ 

ñ n n-t. n-i, n^i. 

o a -^a b a b w-i g 6 



oft . ab. 'b '. b - vr , 6 



0mi^b On^b 



'^'s=b'^ ^-^ir 



On a dooc: 

"jj 71-1 »-a ,. 11-3 3 71-3 7f-l rn 

, ^ 0+¿+-,+.-+pí:r+¿:;:¿v:í)- 

, .1**. Soit iKp?t' Ift^autité' — ^ est d'aut^t 

plus petite, que n est plus grande , etpartant 
la somme des termes developpes ÍE^pproche 

d'étrQ ^ale alaq^antUe a developper — ^> 

d'autant plus qu'on a developpe un plus grand 
nombre de termes. 

a**. Soit 6>^^. La quanüte — r. — ou 
* a — b a""* 



b í»"^ 
plutot — r . -— - e$t d'aatant pfui grande 

que nesl plus grande ; partant, la somme des 
termes developpes s'eloigne de la quaDtite.a 
developper ^ d'autant plus qu'on en prend ún 
plus grand nombre de termes ^ et on ne peut 
pas coDcIure des tenses developpes a la va-* 
leur de la ^usoitite a de.velqtppQr > a,, moins 

qu*on ait e'gard au reste -r . qui va 

continuellement en croUsant. . 

3*. Soit a=5« etpartant — =i: La^mme 

¿es termes deyeli^pesdi^Qr/s^^'^. ^B^^ 
a developper, de Ift quañtitó-'^-r^,; qülést laf- 

quanllte' elle-méme a developper, j paftant ^ 
quel ^e soit 1^ nombre des termes deyelop*- 
pes, oa ne pciut en úrer ai^cuné. cpose'quénce 
pour la valeur de la qÚ2)ntite i developper, 
$212. Que 6 cl^an^e de signq^ et .que Ifi* 

quaotite' á developpear sqí^,: -n-^--, 

' ■ . - ' 

n n • 71-1 n-i • ñ-J 

^« a -^a b q b, ^^ ^^j íLilÉ 

'í*! 71-1 11-2 2 71-3 3 72-;i ^ 

aba b-^-a b a b , n-ir ^ ^ 



• 



i6<» 


EiiÉáCEíís'VA: 


LGÉB&: 


a^ 


á b 


ara a . n-5 3 
a 6 4"^ ^ 


r .n-3 3 


_^ii^.a_ 


J^3 3► 
a" b 


a+6 

• 


"" «+*, 


a+6, 


—a ^ ü 


a+6 


n-i 
oh 




: 6 




R 
t 


-+*=^ 


a4-6~ 


.4+6- 


-Vh «« 




w-3a 




T »" 



I 



i^« Soit a^¿. La somtne des termes <le- 
veloppíeB approchc de la valeur de la quantite 
á dev^Iopper, alteroatiy^ment en plus eten 
moins^ d'autant plus qu'on developpe un plus 
gtand nombre de termes. 

a**. Soit a<^b. La somme des termes d¿- 
Teloppes s'éloigne de la quantite' a deVelopper, 
altemativement en plus et en moins . d'autant 
plus qu'on developpe un plus grana noipbre 
de termes ; et on n« peut tirer aucune conse'- 
quence sur U valeur de.Ia quantite a deVclop- 
per, de celle des termes*de'veloppe's, á moins 
qu^on ait e'gard á la difference , toujours 
croissante , de ees deux valeurs. 

5*^ Soit a==¿. La somme des termes de- 

veloppe's 
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.yeloppes differe de la vale^r de la quai^tite' 
a developper, d^une qtmntite' constante, altera 
naiivement én plus et en moins. - i '• 

Rem. Ón peut obteuir immédiateme'ht fex- 
presslon de lá somme des suites dpnt Ie¿ termes 
sulvént unepfogressiongeométríque, eí dom 
les signes alternent. • i ,; 

W.« i>»i.a+a -a . . .+« +« ( »uÍT.irt ,u« „_, «t ^ 

a 3 71-1 jj-i „ 

«w »-af«...±« ^a 4a lio:, 






79 






On,,^^_*l 



í 2l3. Dans requaiíori ($209), > 
b^-^a^ a^ — ^¿w . í i 

Ott dtlermine /^ par requaüon í 

^"_ d—b b—a 

¿^--i~5X =i.+5X y etpartant. 
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nloff.- =Iog. U'+'SX — )- Mais, si on donne 
■, a ^ aa 

s el Tij et Fuae ou Fautre des deux quantit^s 
a tít. bp on ne peut determiner la quantite res- 
tante^ que par une equation^ sur la resolutioa 
géae'vale de laquelle on n'a aucune regle. 

^ 2i4. La progression c^'tant decroissante , 

et Fexpression de 3a limite s etant ; 

• ,, . i » . ^ — & 

'de=&tr(^is quantile^ a, i, «, deux quelconques 
etant donne'es, on peut determiner la troisieme* 
ac« 1^. ^oient ks donnees a et i^ on á irouvó 



a — 'b ^ : . 
2". Soient les donne'es tíí et 5 j on a r 



a-^b==i — ; b^===<;i — 
s 



Dans ce cas, si s'^aj la suite propose'e est 
une suite geometrique dans le sens propre 
de cetle expression. Si s<^a , la valeur 
de b change d^ signe ^ et la suite propos^ee 
estala difference de deux suites ge'ome'triquesj 
et ce n'est que dans un sens detourne' de son 
origine , qu'elle peut étre appelee une suite 
geometrique. 

3". Soient les. donnees s gí b^ aa=€zs — ¿*; 



/Í^TTz. i'*: Pont quéíd probleme soit posi- 
ble, on doit 'ávóii*Sr^4íÍ- soit í=:í:46, ¿ri=^'.5=26. 
Pariaüt, le áécctid ttíSrtóc d'une ptióígressiori 
geoine trique dé'croissaluté' ^'tarit doiíine, la li-» 
miie-de ^a scímmé est lapluspedle,lorsic[ue.cha-' 
que terme e3t lá mólñé ^da terme precedent*; 

* '■' • '^ ad ' 

J'affiroie que ¿ etant.dooQc. -7 — 7 a la plu» 

a — b 

pclilc valeur loiSque a=c=26. 

• • , SA ' ^bb+^íbíAA-zz . ... ,'tis \ 

Rem^f¿^\ Soit «1>.46. ir. y a deüx valéurá 
d(? a qui . satísfonl a 1 equaüon : et partant , 
il y a d,eux progressions qui ont le luéaie se^ 
cood, terme etla méaie limite, 

■ '.' ■ . r \]^:.: . .... . . . . '; : ♦ 

Oji.a done les deüat progrei^sions : , 

On ii<doi2ciIe9»49lix progressions: 

$ ai 5. Je vais ajrpliquer les prbgrcásions getA^ 

La 



/' 
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méiriques decroissantes á la valeur des frac- 
lions decimales pe'riodlques. 
^: XiOJCsiju'on re'duit en frapiipiis de'cimales une 
fraction vulgaíre , la fraciian decimále est ter-' 
minee, u^ulement lorsqu^, le denominateur 
de Ja fra^tion vulgaire n'a pour facteurs que 
des puissA^ices de 2 .e;t |(je,6, ,ou leurs pro- 
4jDiits. Dans les aunéis, cas. p. la| fraction de'ci- 
male n^est pas terminee ^ mais les caracteres 
qui la'cómposent revierinéht lea méméís- et 
dans le nieme ordre ápre$,,|aji certala nocnbre 
de terqi^s , l^equel n^est janMÍs plus grand <jue 
le~ dei^bminateur de. la preuiléré fractioíi di-í 
zninue d'une unite. . » 

Ces fracÜOns decimales oñt ele appélees 
périodiques, \ / 

Une fraction de'cimale peribdiqué etánt pro- 
posee , on peut .'tdujouicS tróutér la fraction 
vulgaire correspoñdari^tó , qui est la limite de 
Cétte fiáéiton de'cimale* ! i ^ 
' 1°. Qué tes periodés de lá frííctipn deciiñále 
soient composees cbáeu»e"dVi|¿/seül catac-^ 
tere m. La valeur dje «eite^'>fráciion est 

,1 1 1 . . . v, : -4 ?. , 

^\ h „-r-i H 5-47. . . ) ) dbnl la limí]te est 

/^Xiri Cetlq., fraction. .e3t veductible loi'sqiiif 
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l»=5, 6, 9. Alnsi, 0,535 ... =^; 0,666.. .=1; 

2^ Que les pe'riodcs de la fraction decimale 
soient compose'es de deux termes m et ni . La 
yaleur de celte fraction est : 

^ 10 ' 10 • 10 ' * 100 ' 10 ' 10* ' ' 

10 ^ '^loS^io* "^ ' ' loo ^ ' 10^ '10* ' 

100 ^9 99 

Partant , le numeVateur cst la pretniere pe- 
riode de la fraction decimale , et le denomi- 
nateur est plus petit que 100 d'une unite'. 
Cettc fraction est réductible , si le numerar 
teur a pour diviseurs premiers 5 ou ^1. 

Ex. 0,4545 =r||i=l^. 

5*. Que la pe'riode de la fraction de'cimalp 

cbntienne trois termes m, m', m"; sa valeur est,: 

loOTfU-io/w'-fTO'', ,1 1. ^ loow+iowi'-f-m''. 
' ' (1+ [-—,+...)=» ^ ^— > 

1000 ^ 103 ' lO' ' 999 

savoir, le numerateur de la fraction vulgaire, 
qui est la limite de la fraction decimale proí- 
posee, a pour nume'rateur la premiere pé- 
riode dé la fraction de'cimale , et pour dé- 
nominateur la troisieme puissance de 10, di- 
»inue'e d^une unite. 

L 5 
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EngencFal, une fraciion (lecimalep¿rk)dique 
Squivaut á une fraclion vulgairc, lejle que son 
de'nominateur^est ¡oferieur d'une ixnite á une 
puissance de lO donl Fexposanl est e'gal au 
nombre des termes de la pe'riode j et que son 
tiume'rateur est la premiére pe'riode de-la frac- 
lion de'cimale. ^ 

$216. Soit une progression ge'ome'lrique : 
les carres de ses termes, les cubes dé ses termes, 
et en ge'rie'ralles puissances semblables quel-r 
conques de ses termes, forment aussi une pro- 
gression ge'ome'lrique. 

En particuller , la limite d'une progression 
ge'ome'triqtie decroissantc etant - — -y, la limite 

de la somme des carres de ses termes csl 

^4 ^ ' ' - 

', et partant, la limite de la sompae des 



aa — bb 

carre's est á la limite de la somme des termes 

dans le rapport de — — á Tunite', 

Prob. De'terminer une progression ge'ome'* 
trique de'croissante , en connoissant la limite s 
de la somme de ses termes , et la limite c 
de la somme de leurs caí-res.* 

On ales)deux eWations : -^ — ;==^; — -77=^ 
* a-0 aa-bb • 



"^ 
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de Ja, 7="? done, a+bla — ü=sslc^\ 

a-^b s 

a : b=zss'+'C : 5^ — c ; et al a — 6=55-4-c : ac ; 

a SS-+-C aa ss-^c 

ou, j-= j et =aX :;=4f j 

a — o 2C a — o ue ■ 

- use SS C ^ 2SC ss — c 

done, a= ; b=:=aX == X— — . 

Ex. SoU «=2, c=x*-; a=i^ 6=i. 
. 72é7n, Soit m l'exposant clonne du rapport 
de ]a limite de la somme des carros d'une pro-^ 
gressíon geometrique decroissante á la sottítne 
de scs termes. 

' Ona T=í^í déla, í=a( 1). Soit 

aH-6 m^ 

'^i, iy 2, h f; 3. 

¿=a(a-i), a(2a-i), «(5^-1), a(3a-i), «(la-i), a(|a-i)... 

5 217. On a remarque' qu'avec les termes 
de la progressionge'ométrique doüble, l^ 2, í 
4,8, 16 . • . . 2""' (en prenant chacun dWx 
tout aü plus une fois ) , on peut obtenir tous les 
nombres naturels depuls Funite' jusqu^á 2'*-i 
qui est leur somme* On a aussi remarque' qu'a- 
vec les sommes ou les difierences des termes 
de la progressiorí ge'ome'trique triple 1 , 5 , 
9) 27 ... . 3'*"'' ( aüssi en prenant chacun d'eux. 

L 4 
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tout au plus une fois) , on peut obtenir lous leí 

nombres nalurels depuls Tunite jusqu'a 

tjui est leur sotnaie. Je propose comme exer- 
oice la recherche de la' deúionslration ge'ne-' 
rale de Fuñe et de Tautre de ees proprie'tes; 
qui dónnent lieu á une ponde'ration e'cono*; 
mique. 

Je .vais appliquer les sommations des pro- 
gressipns •ge'omé.lriques aux calculs relatifs aux 
rentes aocumule'es. Ayant e'gard á Fimporiance 
d^ ceiie applicaüoa et a la convenance de la 
pre'senter de la maniere la plus simple , je mon- 
trerai conciment on peut aussi traiter ce sujet 
immediatement , et independamment de ees 
sommations. 

§ 218. Proh. Une personne possede une 
rente annuelle de 1200 frs. , qu'elle laisse 
accumuler en interél cofripose' au Spour cent, 
pendant ao ans. On demande ce qu^ellé pos- 
se'dera aii bopt de ees 20 ans y en Supposant 
que ses economíes commencent á la fin de 
la premiare annee. 

i*'^. JProcédé independant de la sommation 
des suit^es ge'ome'triques. Comme le de'biteur de 
la rente ne tirera aucun profit du capital dqnt 
file est Fintérét^ pen^dant les 20 années de 
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|otassance -du rentier , le debiteur pourroit 
remettre ce capital au rentier ( en prenant les 
suretes conVenables ) , sous la conditiori qu'il 
lui soil restitue au bout des 20 ans ; ce ca- 
pital est 20X1 200=24 000. Le rentier me t- 
tant ce capital en inte'rét composcf pendant 20 
ans , aura 24ooo(|§§)^^ j . et au bout de . 
cetems, il devra remettre le capital 24ooo«' 
11 lui restera done 24ooo((|^/^-'— 1), qui est 
le produit de ses rentes acoumulees, ou des 
interéts du capital 24ooo pendant les yingt 
annees de ses jouissances. 

2 . Procede fonde' sur la sómmation des 
suites geóme'triqües. 

La rente percue a 1^ fin de la premiére 
année, mise en inte'rét pendant 19 annees , 
sera devenue 1200X(|^)*^ 

La rente perqué a la fin de la seconde annee^ 
mise en inte'rét peiidant 18 annne'es , sera de- 
venue i2ooxCm)'''- 

La rente perqué a la fin de la troisieme 
anne'e, mise en inte'rét pendant 17 annees ^ 
sera devenue l^ooX{^Y\ 

La rente percue á la fi^ de la 19*** année. 
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mise en inle'rét pendant une annee , sera de- 

venue 1200X^5!. 

Enfin , la rente perene á la fin de la 20"*. 
anne'e est 1200. 

Parlant, le resullat de la frucüficaüon de 
toutes ees rentes esl : 

,aoo(i+iM+(|^4)»+...^.(m).»)=„óoXao((^)»<'-i) 
comme par le premier procede'. 

CalcuLljOg. !§§ =0,0211893; 

log. (JM)'^ =0,4237860; 

log. 24ooo / =4,3802112; 
log. 24ooo(|§i)«o =4,8039972; 
24ooo(i§-¿)^^ = 63679,14;' 
24ooo((-m^)^0-i)= 39679,14. 
valeur cherclie'e de la^ rente accumulee. 

Généraíement. Soit a Fannuite' ou redte 
annuelle* Soit r le taux. de Finterét, et par- 

taíit, le taux de la iructincation. Soit n 

100 

le nombre des annees de jouissance. Soit s 

la váleur des rentes accumule'cs pendant n 

années. 

Capital dont la rente est Finte'rét, — a i 

r 

valeur de ce capital mis en fructification pen- 

dantn annees. -^ x( ). Valeur de^ 

r ICO 
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rentes accumulees . pendant n annees , 

iooa,,ioo-+-r" " ^ 

((— ) — i)=c, 

r loo 

Oaiü.Dansrequation í( ) -ijrrstc; 

• r loo ' 

des quatre quanütes a, r^ c^ n^ trols etant 

données, on peut chercher la qu^trieme. 

l^Donnees, r, Cj U} a=cx — X 



lOO ioo4-r'* ; 

( ^)-i 

lOO 

savoír, on determine la valeur de la rente 
^ans le taux de FinteVét^ daUs le nombre 
des anne'es, et dans la valeur de toutes les 
rentes au bout de ce nombre d'anne'es. 

Oa repond dono a la quesüon : une per- 
sonne qui doit un capital c payable dans n 
annees sans inte'rét , offre d'acquitter sa dette 
par des paierñens e'gaux annuels á commencer 
dans une anne'e ; on demande la valeur a de 
chaciin de ees paiemens , le taüx de Finie'rét 

o 
ctanl r°. 

Pour le calcill , je crois qu'il convient de 

presenter lequ^iUon a:=cX — X ¡ 

^ ICO loo+r» 

.^ 1 r 1 ,IOO+r,'» ICO loo 

80US la forme -==(-- ) X . 

a lOo cr cr 
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Ex. Soit c=Tiooooo,«=ei2,r=6i — ~-=*=t§§ 



lOá 



Log. jgf =0,0253059. 



100 ' 

^^S' "^=fi>2!Ji 8487 (—10). 

Log. (i§|)'^X^=6,5!i55i95 (-ÍO). 

. (i§|)"X^=o,ooo3354. 

/ 
100 ^/j-» 
=0,001 6667. 

cr 

^ - =0,0001687. 

a 

loo+r" cr 
2\ Donnees, a, r, c j (— — -) =r— ,H--i; 
' 100 100a 

ci* 
dans laquelle formule — est rinterét de c au 

100 

- 100+r _ cr 

taux r: mofi. ^ =loc. iH -. 

.100 ^ 100a 

i?x. Solt c=ioo 000, r=5, £i=:ioooo: — =:5ooo: 
' ' ' 100 ' 



cr - , cr 
-=:i, 1-1 



iooa~*'^' log.7;;S6~ 355 059—7 • 

Partant, une rente de 10000 frs. paye'e pen- 
dant 7 ans, deviendra au bout de ce tems 
plus que 100000 frs. 

5". I^es doñees e'tant a^ c, Uj je nc con- 
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nois aiicun procede de determiner r aufrement 
que par des essais , dans chaqué ca&.particulien 
í 220, Prob. Une personne doit jouir peh- 
damsoannees d'une rente annuelle de i5oof. 
dont elle doit recevoir le . premier paiement 
dans un an. Elle voudroit echanger cette rente 
contre un capital k ret^evoir presenteoient , 
en cotnptant Finterét au 5 pour cent : on 
demande qu^l doit étre ce capitaL 

1*'. Proc. Independant de la somniation 
des suites geometriques. Si la rente e'toit per- 
péiuelle, on devroit renaettre au rentier le 
capital dont i5oo frs. est Fintcirét, lequel 
cstSoooo. Comme la jouissance de cette renté 
dolí cesser dans 20 ans^ le rentier, au bout 
de ce téms , doit rendre ce x^apital ; ou bien 
J doit' réridré a presen t la raleür presente 
de ce capitkl payable dans í20 ans sans in* 
teréty laquelle vakur est SooooX (t^)''''. 
Done, la- 'valeur presente dé la rente pro- 
posee est 3aooQ(i.— (1^)^*^) 5 etecutant ce 
calcul, on trouve poiir cette yaleur 18693,35. 

a*.i%c;Valeur'pr¿sentc cíela luiente i5ooXi^. 
^aleur préseme de la 2** reme . . • . . i5ooX(t§S')*- 
Valeur présente de la 3"* Teme.. , . . . l5ooX(|§Í)^ 
ValeurpirésTOtedeU 19"' reiste. '. ., . i5ooX(i^)*^ 
Vdeur présente d^ la ^o"* rente , . /i5ooX(i^)^^. 
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Valeur presente de toutes les rentes : 

x5oo X |^<i+^+({§?r+ . • • +® ") 

aínsi que |)ar le preñarer procede. 

5™*. Proc. Solt s le capital egaL a la valeur 
pre'sente de la rente proposee. Au bout de 
20 ans . ce capital mis en íructification , será 
dévenu^?(|^)^^ - 

,Les rentes successives accuáiule'es seront 
devenues ( $ 217 ) SooooCtí^)'"*— 1). 

Or, áu bout des 20 ans ees deux . sommes 
dbiyént etre e'gales; pn .a dor^cpour de'ter- 
miner « Fequalion 4?(iM)ao=3oqpoC^)»^-J3oooo* 
De lá^ a=3oooo — 3oooo(^)^^^ rain&i que 
J)ar les deux prenriers procedes. 

General, Soit a la rente annuelle; r le taux 

de Knterét ; n le nombre des Sipníjes pen- 

<iahl lesquelles la reiite doi't étre.payee. Soit s 

le capital equiyalentpresecitemeatii cette rente. 

~ Le capital dont.;la rc^e est l'inteVet. est 

loort. . , .,. ; -. o- i - 

— r— j soit designe ce capital par c. oí la rente 

e'toit perpetuelle y le deT^i^ur de la rente 
devroit remettre ce eapiíál au rentier. La 
rente etant payable seuíetnent pendánt n 
ann^és , le rentier doit reñdre ce óapitá! c au 
bout de n anne'esj et partánt ^ il doit reñdre 



J 



Chapítrje XVI. 175 

100 " 
á prescnt sa valeur présenle qui est c{ : — ) , 

Done y la yaleur presente de la rente est 

i"/íem.DansPequalion«==--^(i-(Y¿¿n::j:í )j 

connoissant trois quelconques des quantités 
a^r^Uy Sy on pcut se proposer dé determi- 
ner la quatneme. 

r y 1 

1°. Cotinues. s,r,n, on a, a=«X í^*^ 100 « í 

1 100 100 / 100 » 

-=- ( -) . Un determine ainsí 

a sr ar ioo-+-r 

la valeur d^une rente q'u'on pejit se procurer 
pendant un nombre donne' d'anne'es , avec 
UQ capital s payable presenteiinent. 

f^'.Connues. 3.r^a; ona i-( ) :^ — : — » 

f 100 ;P' looa-sr .100+r.^ 100a 



100+r 100a 100 looa-sr 

- loo-hr , 100a , a 
niog. ^ =log. =log. -, 

»- a 

100. 
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I**". Rem. Dans cette equation — est iln- 

100 

terétí du capital s. 

2^*. Rent. Si la rente a e'ioiv e'gale á Fin- 
terét du capital «, la valeur de ce capital, 
misen fructificátion, seroittoujours plus grande 
que la Taleur de son interét (mis aussi en fruc- 
tification ) d'uxje quanlite egale á lui-ménae ; 
tt partant , pour que les rentes accumulées 
puKsent egaler le capital « mis en fructifica- 
tion y la rente a doit étre plus grande que 
Finte'rét du capital «; done , /z est impossible 

lorsque crC — . Or.^w est determmee par 

* 100 ^ 

Te'quatioñ nlog. — =:log. a— r-Iog. (a- — - ) 5 

> '• 

l'inipossibilite de w, lorsque a<Z — est done 

100 

incñquee-dans ce cas par le logarithme d^une 

qj^antite' negativé qui entre dans son expres- 

sion : et ' partant , cet eieníple xious fournit 

une forte pre'somption que les logarithmes des 

quantites negatives . sont impossiblés ( voyez 

aussi le § 2o5 ). 

5**. Connoissant a, «, w, on n'a aucun moyen 
ílireCt de determiner la valeur, de r. 

Exemp. Une persoiíne qui possede 100000 

francs , 
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francs, qu'elle pcul faire valoir au 58,;Veut 
se procurer avec ce capital une renle an- 
nueUe payable pendant 20 ans : qH^elle^^oit; 
étrela grandeur de cette rente? 

Une personne qui possede looooofrancy 
qu'eUe fait valóir au5§, de'pense chaqué anne'e 
10000 frs. : on demande au bout de combien 
d'anne'es cette personne sera rq^ne'e» ; r ^ 

Une personne qui ppssede 100000 frs. y 
acheté a^ec ce capital une rente de 10000 Frs. : 
elle economise cette rente et la fait yaloir 
au 5§ : au bout de combién d'anne'es auta- 
t-elle recouvre son premier capital et ses In- 
teréts compose's sur le méme taux ? 

ítem. Au bout de comblen d'annees séra-i 
t-elle deux , trois, quatre ...... fois aus^i 

nche, que si elle avoit fait valoír en fructí- 
fication son premier capital? 

ítem. Au bout de comblen d^annees pos- 
sedera-t-elle une somme j^roposee c de plü^ 
que si elle avoit conserve et fait valoir son 
premier capital en fructification r 

Je passe á d'autres exercices relati^ .aux 
progresslons géometriques. > 1 1. j 

$221. Prob. Trouver, trois nombres en pro- 
portion geometrique continué j en connoís^ 
TomalL M 
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sant'le premier terme a, et la somme « áes 

deüx derniers termes. 

'^''' Déri. Soit le lerme moyen, xy le troisieme 

XX 

terqie sera ~ . 
a 

•^ •., . XX -'^ 

Concl. l-ac=:*. , 

Red. ' kxx^kaxr=.k.as j 

•"-^* 5=& 24 28 ' ^ 

jR^m. ^". La premiere yaleur de x repond 
toujours hf la quesiion dans le sens propre de 
reñbhce : la seconde valeur de x est ne'gative, 
et elle repo'nd. á la quesiion dans laquelle « est 
Pexces du! troisieme terme sur le secónd , en 
changeant le signe de celui-cij ou cette seconde 

^,. •" -i • 1 1 . . . ... , : 

XX 

Tftl^c'xie a;, resout' l^e'quation . a:=«. 

Rem. 2 *. Que -s soit,rexces du second terme 
sur le, irqisieme.. 

Ue lequation x- z:=is.* oix tu'e y-t 

a . * 

2' a ^ 2^ 
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D^nsces formules, la plus- grande valé&i"cle'« 
est^aj eldansle cas de la.limite a:=|a, — = Ta» 



XX 

a 

ziz .XX .' ar 



Soit :c=:iaHt:^i _=io±r+Sj X— _=ia^irj 
a .a . ^ ' C2 

el pártant, la pliis grande valeur de í? ést |a, 

Lorsque s<C\a^ les quan tiles cherchées ont 

deúx valeurs re'élles different,es enir'elles.^ 

. • XX • ,. 

/íem. 5*"'. De re'qiaalion — 4-x==:5^"^'»ou 

aí(x^^)=a<s } on tiré la pro^ortion a I arr=a-{-a? • ^j 
€0 effet, soípflit a, 6, c, troís nombres/ e^ 
proporiioij continué , ou soh alb=blcí da 
a au^á a : 6==:a-f- J : i+cj^ § 45 ). 

. - XX 

Iténi : Feqiíatibn x^ — =5 j doúne la pró- 
porüon a ; í ==:a — 6 1 6— c. 

, f 25íj2. jProí. Xvouver trois nombres en. pro- 
portion g|Bometriq.u€ coníinue , en connpis- 
sant leur somme 2«; et la saqotme de^leujs 
carre's 4c. 

Z)^/z. Soit le tcrme ¿aoyen úác f la sottime 
des extremes sera a«- — 2* ; carré de la derui- 
difference des extremes ¿ {s — a?)*-^a:^ j térme^ 
■ ^ • — ■ M'2 



í 
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somme des carres des extremes, kis-^xf-^xx^ 
«omme jdes carre's des iróis terniésy 4(55-2«x}. 

Cond.^Áiss- — 2sx)=4íC, 

. c c 

Red. el Sol. ax=« . 2s — 2ar=5-H--. 

•■■..-■'' ' s s 

' >o / •5**-'C 3<?-«« c-55« «5— 5c 

u-a:)^-4íi(rx== r- X = —7—. X . • 

2^ 2S is StS^ 

_ ^ . 25f=i4 '^38 , 

Ex. bou 'i 0/ •>* cr-^ • '"'^' 

4c=b84 • 002- 

^.fiem^ 1". Pour qu^ Je ^fsobléaie soit possij^le 



resoJu dansie sens propre de.lenonce; inais 

lorsque* ss<^c ^ le terme. moyen cliange de 

signe , et la quantile 2^\ est Fexces de la 

aomme des extremes ; sur- le;.teí*me inoy^pr. fin 

effet, soit propose'e la questionr, dans laquelle 

2« est l'exces de lá somme des ' extremes 

sutié^ terme moyen ; oh obtient Fequation 

é{s -f- üx) = q , ' qui differe' de Feqiíatibn. 

si¡i^^^^x)^=r:c\ seuleméiit parlé signe de ícj et 

c - * 

de laquelle pn úvfí ax^- — «, au lieu de 

c '■■'.' - ' ^ ' 

Síx==s—r-y et pour qu'on re'ponde á cette se- 

conde quesiion , on dolt avoir ss<^Cy 
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Soienta, b^ c, irois termes ine'gatrx en pro- 
portibn ge'ometrique continué ^ j'affirme que 
(a — 6H-c)^<^aa-f-6¿H-cc. En eflFet, 
[a — ft4-c)^=aa-f-66+c;ic — 26{a+c)-f-2ac=i: 
a«+66-H?c — 2b{a — 6+c). 

Rem. 3™*. Relativemenl au terme moyen ou 

á la sooune des extremes , le probléme est du 

premier degre : mais il est da second degre 

lelativement á la diffe'rence des extremes et 

. á chacun d'eux. 

Rem. 4™'. La simplicite' de Fexpression dé 
la somme des trois carre's 45(« — 2x) doit faire 
présumer qu'on peut Fobtenir d'une maniere 
plus simple que celle par laquelle orí y est 
parvenú , en la tirant d'une maniere plus im- 
médiate des propriete's des propprtions- gco- 
metriques : pour cela, soit admise la notation 
de la remarque seconde. 

1®. J'aflfirme que aa-j-¿¿-f"^^==^(^H"^"t"^)(^ — i-f-c). 

En eflPet j (a+6-|-c)(a-6-fc)=(a+c)3-¿¿=£Wí+&¿+ec , 
pulsque ac==bb. Savoir , dans tóute pi*oportion 
ge'ome'trique continué, la somme des carre's 
des trois termes est egale au produit de la 
somme des trois termes par Fexces de la somme 
des extremes sur le terme moyen. • ' 

2°, Du carre' (a+J-f-c)^ de la somme des trois 
termes, soient retrañchés les membres de Fe- 

M 3 - 



/ 
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quation du i**-, on obtient af¿+c)3— (aa+&5+cí?) 
=2¿(a+A+^) j ou, le double produit du terme 
moyen par la somme des trois termes est egal 
a Texccs du carre de la somme des trois terxDes 
sur la somn^ de leurs Garres. On a de méme : 

5". Aux membres de Fe'quation du i**. soh 
\ijoute' le carre (a+6+<^)^ de la somme -des trois 
;termes; on obtient (aH-¿-+-c)^-h(aaH-66-t-cc) 
=a(aH-¿-f-c)(a4-c) ; savoir, le double pro- 
duit de la somme des trois termes par la somme 
.des extremes, est egal á la somme du carre 
de la somme des trois termes et de la somme 
de leurs carre's. On a de méme : . 
. aar+-6í-Hcc-h(a — b-\^Y ='2{a — ¿H7c)(a-H?). 

4**. Lorsqu'on donne ss'^c y et a plus forte 

«raison 3^C>^} dansTexpression du carre de la 

ce 
demi-difierence des extremes (55--)(3--5) j 

le premier fácteur est positif, et partant, le 
second facteui? doit étre aussi positif. 

J'affirme que 3(aaH-é¿4-cc)>»(a-4-5H-c)^. 

En effet, 5(aa-hbb+cc)—{a+H-cf 
r:3(¿r-f¿-{-c)(a-¿+c)-(a+í+c)3==2(a+¿+c)(a-2t¿+c). 
-Or, a^onh (546), done,; 3(a^+5¿+cc)>(ú4.&+c)^ 

ítem : lorsqu'on donne ssK^c^ et á plus 
forte raison s8<^oc ^ pour que le produit 
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[5$8 — cXc — 5ss) soit posiüf , on dolt avoír 
3«*}>cj j^affirme que 5(a-b^cy'^aa^b'\-cc. 

Ea cffet : 5(«— ft-Hc)*— (aa-+-¿¿-+-cc) 
:^:^^)(3{a^b+cy{a+b+c) )=2(a-6+c)(a-2ft+e). 

H suh de lout ce qui precede , que les 
deux problémes dans Fun desquels 2s est la 
somme des trois termes y el dans l'autre des- 
quels 28 est TeiLces de la somme des extremes 
sur le terme moyen, sont lies entr'eux d'une 
m9JDÍere si intime y qu'on resout l'uu on Tautre 
siúvant la grandeur donnee de c relativemenf 
á *. On re'soui le premier, si ss'^C} et on 
resout le second si ss<^c. Pour que Tun d'eux 
soit possible , on doit avoir 5c^8s , et c<^5ss^ 

Aut.exerc. Trouver trois nombres en pro- 
poTÜoh geometrique continué , en connois-* 
sant la somme ou la difierence de la somme 
des cxtrémeSvCt duterme moyen, etFexcés de 
la somme des carres des extremes sur le Carre 
du terme moyen. 

5323. Théor. Dans toute progression geo- 
metrique compose'e d'uá nombre impair de 
termes ; j'affirmc que la somme des carre's de 
toas les termes est egale au produit de la somme 
de tousles termes, par Texces de la somme des 
termes impairs sur la sooime des termes pairs. 

M 3 " 
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j&a?. iSoit i-+-x-hx^-+^x''hx^ une suitó geo-. 
ometriqujB composee de cinq termes. Soit , 
1 — x+x^ — x^-^x^ y la méme suite dans la- 
quelle les termes aUernent designe. Soit piis 
le produit de ees deux suites. 

Multip^% . i_ar-f o??— A?'-j-»* 

Multip^ i^x-\-X^'{-xS'^X* ^ 

pr. parí i — x-\^x^ — x^-\-x* 

pr. par x x — .r^-f~^' — ^*-|-** 

pr. par ar* x^ — ar^-j-x* — ar^-j-ar* 

pr.'j^iar a;^ * ' ' x^ — x^-\'X^ — x^-\-x^ 

pr.par ¿*:: ' : " ,^* — jr*-f-«® — ¿r^-f-x* 

pr. total, 1 -j-*^ +** +*^ +^** 

Savoir," dans les colonnes verticales eom— 
pose'es des puissances impaires de or , 11 y a un 
méme nombre de termes positifs et negatifs^ 
et qui^ par consequent^ se detruisent; et dans 
les colonnes verticales, compose'es de puis- 
sances paires de :xr , il y a xm terme po'sitif 
de plu$ qu^il n'y en a de negatifs. 

Autrem. Soicnt s et «' les sommes des deux 
suitcs : 

a 5 n-7, / n-1 n n 

i— á?-}-* — -» ..... — ii; -j-jp 
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CoroL Connoi^sant la somme des termes 
d^une progression geome'trique compose'e d'ua 
nombre impair de termes y el la somme de 
leur Garres; on connoit aussi l'exces de la 
somme des termes impairs sur la somme des 
termes pairs; et partan t, on connoit chacune 
des deux sommes des termes paírs et des ter- 
mes impairs. 

5 324, Ph>b. Trouver cinq nombres en pro- 
gression geome'trique , en cónnoissant la somma 
2s des termes pairs y et la somme 2s* des 
termes impairs. ' 

Den. Terme moyen ou troisleme terme , x,; i 

carré de la demi-difference des termes pairs , 

SB-xxy termes pairs, s-^-viss-^xx) ^ s-v{sstxx)í 

(sJi4^(ss-xx)f {s-riss-xx))^ 

termes extremes, — ^ — ^ -^ '— ; 

X x^ 

\ 4i8S'^2XX , 

somme des extremes , j somme des 

X 

éss-^xx 
termes impairs^ • 

' , Ass — XX , 
Cond. =35. 

X 

Red. -xx+^s' x=:^S8 ; 

Sol. ce=:—s'±y^{s's'-^^s); 
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. Rem. i'*. La secondé valeur de x cst ne- 
gative , et elle dontíeroit pour ss — xx une 
valeur negative, el partant pour ^<(«« — xx) 
une expressioa imaginaire ; done ^ cette sé- 
conde valeur dolt ctre dmbe. 

^Rem. 2 *. Poür que ss^-^xx soít posiüve y 
On doit avoir , 5-4-*'^f^(5'«'-+-46«) ; d^ou Fon 
obtient 2^'>^35. Savoir , darfs touté progres-f- 
. Mon ge'ome'trique tomposee de éinq termes 
ine'gaux ^ le double de la soinme des termes 
impairs est plusgrand que le triple de la somme 
<ies termes pairs. 

Soient a^ b^c^ d, e^ cinq termes^ en 
progressian ge'ome'trique j j'affirme que 

done , 2(a-+-c+^)>3(6-f-rf}. 

Rem. 3"^*. La simplicite de l'equation 
XX-+-2S*X=:^SS , ou c(a+2c-fT^)=(6+d)* y 
doit faire pre'sumer qu^on peut Fobtenir d'une 
maniere plus [simple que celie qui a e'le' em- 
ploye'e. 

En effet , ac-=hb y 2cc=übd ; ce=zdd y 

done, c(a-4-2c-4-^)=6¿-+-a6JH-rfrf=(6-+-rf)'*. 

uíuír. Puisquc, a:o=£?:tf ; ar{^:c^e=a:c;rsbid ; 
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Rem. 4"*, Le probléme y irouver cinq nom- 
bres en progression geoipetrique en connois- 
santleur somme et la sooraie de leurs carres; 
est ramene ( § 5235 ) au probleme de ce §. 

Rem. 5°^*» Les problemes analogues au pre'- 
cédent , sur des quantite's en nombre impair 
plus grand que clnq , conduisent a des equa- 
tions supe'rieures au second degre', d'autant 
plus elevees que le nombre de ees quantites 
est plus grand. Au contraire , des questions 
analogues sur des quantites en nombre pair 
sont toujours ramenees á la question simple da 
premier degre , partager une somme donne'e 
ei) parties doni le rapport est donne'. 

!*'• Ex. Trouver quatre nombres en pro- 
gression geometrique en cpnnoissant les deux 
sofflmes s et V des deux termes alternatifs. 

Soient aj by Cy dy les quatre nombres 
cherches. 

Puisque a:6=i;c=c:c?ya+c:fe+^=^=!^;íy 
done, 5;y=í=a;6 5 ^ a^\¿^=iaalbb=^\c ^ 
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52*. Ex. Soíent a, ft, c, d, e, /, six nom- 
bres en progression géome'lrique , .dont on 
connoit la somme a^+'C-^e des termes impairs , 
ct la somme b^d'+f des termes pairs. 
On a done, a'\-c-^e:lH-d-^f:=:uz:b 

a'oü Ton tire en particulier ,a=^X — ; . , , , f 

Autr. exercices sur les progressions geomé- 
triques composees de cinq termes* 

Connuesj ^^^y y^^ y ^-_^^ 

Les problemes auxquels ce tablean <]onne 

lieu, conduisent á des theoremes analogues 

a ceux auxquels a donne' lien Fexemple re- 

solu a+c-f-tf , b+d ; et leur de'monstraúon 

' est susceptible du méme degre de simplicite\ 

On peut aussi re'saudre simultanement quel- 
ques-unes de ees questions. Par exemple , 
puisque la question dans laquelle les donnees 
sont a-+-c-4-¿? , et 5+d, conduit á Tequátion 
c(a+2c+e)=(i+d)^ ; si on donne a+^ et ft+rf, 
on de'terminera cj de méme, c(a-ac+^)=(6-i¿)^5 
done, connoissant a+^ et b — -d on de'ter- 
minera c. 
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$ 2a5. Proh. Trouver quatre nombres en 
progression geometrique , en iconnois^ant 1^ 
sotnmé s^ des déux moyens , et la somme ^¿ 
des deux extremes. 

Comme les termes extremes et les termes 
moyens jouissent d^une propricfte' commune; 
savoír, que leur produit est le me me : il est 
á presumer que la recherche de ce produit 
doit étre plus simple que célle de toute autre 
quantite relative á la progression cherchee. ' 

Den. Soitp le produit cherche' dies extreme» 
ou des iiQoyens : demi-difference des deu^ 
moyens, l/^(ss — p)': 

termes moyens , 5+J/"(«5 — -p) , «— j/"(»5— p) j 

s-}^{ss'p) p 

termes extremes , , • .« " ; ^/ 

s+r{6S'p) p 

oomme des extremes, — ^ ■■' - T"" '• 

P . P 

Cond. — =2^ 

P 
Red. 8«* — 6sp:=^2s'p'^ 



«-f-K(««— i?) .~r ^ . «'H-5« * 

Exefíip* o(ñ\ " '. rt> 

^ 25 =20 70 

Rem. i^H.Pour 4jue le probleme soít po$- 
sible , OH dbít avoir «'^s ( J 46 ). . 

. Remar. 2***. La ; simplicíte d^ requaáon 
j!7(*'-h55)=4«' , qui peut se convertir dans 
la proporlion , y+3i9:«=455:/7 , doit faite 
presumer qu'on peut Fobtenir d'une maniere 
plus simple que <íelle qui a ele' employee, 
d'aprés les propríétés des proportions. 

* Solent Uy by Cy dj quatre quantites en 
progression geóme'trique ; f affirme que , 
«4-56H-5c-hc?:6H-c==r(6H--c)'* :bc. 
* Z)ém. Puisque rtlí=:6:c=c:dj 

a^ h-^ c :¿»-f ^4^=6:c ( s 45 ) 

a+3¿+3c+ú?:6+c =b^2c-{-d:c • 
=i(¿+2c-[-</);6c 
=6¿-}-26<?-f-cc J 6c=(¿-f- oY I ¿íl. 

De la , a+3¿+3c+fl?;4(6+c) ==:(*4.r)«:4^c 
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Savoir^ daos une progression geometrique de 
quatre ternofés , la soinmé et la difference de 
la somiue des eittrémes et du double de la 
somme deS. moyetis sont enlr'elles comme les 
carres de la somme et de la difference déi 
moyens. 

Rem. 5""^ Le produil des extremes ou dté 
moyens est determine' í par une e'qiaation sim- 
ple da premier degre ': mais. les diffe'rences 
soh des extremes, soit des moyens >. ¿ti^es^ 
termes eux-mémes sont determines pw: uno 
cquaiiott du second degr«^. ! . i , • . 

Soit aic la differewe des deux mbyens u ter* 
mes moyens 9 «H-í», «~-arj tei^mes exUréeiM 

JS i. 1 • somme des extremes , 

xx=ss X -7^ — 'tt 9 cbnimé precedemment, , 

La recherche immediate de quelqu'un dea 
termes de la progression conduit á une equa- 
tion complete du second degre'. 

jíut. Prob. Trouver quatre nombres en 
progression geomelrique , . en connoi^sant la 
difference des extremes et la difference des 



r 



tnoyens. Ce problenie donne lieu ^ d^^^ro- 
ced^es el á des remarques tóut á fait analo- 
gues aux procedes et aux remarques du $ 
precedente En partículier , pour que le pro- 
bleme soit possible , on trouve que la díffe- 
rence des extremes ne dolt pas étre plus pe- 
íité que le triple dé la difference des moyens. 
Les déux problémessumns, analogües aux 
deux derniérs , se résolvem par desequations 
súj^eriéures au secónd degté. Trouter quatre 
nombréis en progressíón geome'trique, en con- 
noissant , i*. la sotume des extremes el la , 
difieVence des^Boyens ;í'»*. la difierence des 
exti'émes et la -sQúime des moyens; > \ 

$ 226. Proh. Trouver quatre nombres ett 
progression ge'ome'trique , en connoissant leur 
somme 4^, el la somme de leurs Carres i6c« 

Den. Somme chetchée des moyens ... aar. 
Sopune^ des extremes . . , . ... - 4í — 2x. 

s X 

Demi- difierence des moyens ^ . jrj/" ($226) 

1 

Moyens . . . . . x(i-\-l/^) , x{x-y~). 

S-^X S-f-X 

Extremes . -!^(i+^^__) , _íl(,_,^__-) . 

Somme 
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Somme des carrés des moyens, aarar(i-fr^-^— )=: . 

Somme des carrés des extremes , 
{84-xyr s^x^ s—x'} \s 

~ {■+--;+;) -K-^-j:;) j=;|r.(^-'")-i 

Ss 
Somme des quatre carrés .... (aw— arx)* 

8^X 

Red. s(2ss — xx)=z2c(s-{-x) ; "^^ 

Sol. :c=-Zf^t:(£+t-^ , 

is ' '. " ■ 

$ XZZ^ ^^ • 

S • ' 



A la seconde valeur de x repond une valeur 

negative de ; et partant , jine expressiou 

imaginaire de la diflerence des moyens j dónc 
la s^ule valeur de o; admissible est ^ 

y\s*Mss—cY)—c 

„ . 45= 4o 60 .65 
l6c=820 i36o 1201 
Tome II N ' 
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. Rem. 1". Pour que le probleme soit pos- 
síble, la valeur de « — x doil étre positive; 
et parlante ss-^-c^y^^s^-^-iss — cY) ou4c>'5*. 
, Savoir , dans toute progrcssion geome'triqne 
de q«alre termes , la somme de leurs carre's 
n^est pas plus' petite que le carre' de leur 
derai-somme. Je vals demontrer cette pro- 
prie'te , en assignant en méme tems la diffe- 
rence de cette soninie et de ce carre'. 
/ Solenta, b, c, d, quatre nombres en progrcs- 
sion geomelrique : ¿^{aa+bb+cc^yíd)-{ar\-h+c+df 

===3(a«+¿6+cc4^í/¿¿)— 2(a¿4-«H'^+^^+^^+^^- 
z=^{a—bY-+-{c — íi?)^H-2(a — df ; parce que 

bc=xidy ac=bb , bd=ícc. 

Rem. 2 **. La simplicite' de Fexpressíon de 

la somnie des í5árre's des quatre termes 

&S{2SS X3C) . . p . , ■ 

, doit laire presumer qu on peut 

Tobtenir immediatement d'apres les propriete's 
des propordons et des progressions gaome^ 
triques j c^est ce que je dev.eloppe comme 
il sult : 

1**.' Pulsque a ; b=b \ c=;.c id ; 

a+b:h+c=b+c:c-\-d', et {a-^b){c+<í}={b+c)^. 

2". (a+¿^-f c4-úO''=(«+¿')^+2(a+¿)(c+í¿)4-(í4^» 
^=(a^-6)^+(c4-t/)^+;2(6-hc)^■ 
Done, («+¿)"4-(c+rf)^=(a+6+c+d)'-2(6+c)\ 



r 
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3*. De la , 2(a64-cf/) 

et (a—by-hic—cT/ 

= í¿{aa+bb+cc+dd)-'(a+b+c+d)^-^2(b-]^c)\ 
4^ Puisque a:fr=6:c=c:d; 

ou, 2{aaJ\^bb-\^cc^dd)-(a^b-^c^dy^2 (é+c)* 
:(a+H-c-f<¿)3— a(¿+c)3=(¿-c)2 : (6+c)2. 
=a—b — cH-íí:a+36+3c-+-c? ( $ 226 ) 

de la, 2(aa+66+cc+ífí/):(a4-¿4-c+í¿)2_2^5_|.^.jii 

=2(a4-64-c+í/) :a-H6+c+f/-4-2(6+c) ; 
na+bb'^cc'hdd: (a-f-6-f-c-+-cf)^— 2(¿4-c)^ 
=^a+¿+c+í^(6+c);(a+¿+c+í¿)(¿-fc)4-Q(6+c)^ 

aa+66+c<^-t-<i£Í+(a-f•¿+c+íí)(6+c) _ a-j-i-f-c+d 

2C-h 5jc: 2(55-c) = «: a:; 
sxx+2sc-=2s(ss — c)j ainsi que nous I'avons 
trouve'. 

Rem. 3"*". Au lieu d^elabllr les denomlna- 
lions d'apres les formules irouvees datis le 
$ 225 , en exprimant la difference des moyeos 

N 2 
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dans leur somme et dans ¿elle des quatr© 
termes ; on auroit pu re'soudre ce probleme 
immedíalement comme il sult. r 

Déñ. Somme des moyens, 2ár; diffe'rence 
des moyens^ íiy ; termes moyens, X'+y^ ^"J^J 

{x-\^yY {x-yf , 

cermes extremes, > y somme des- 

x—y x-i-y 

' ^ xx-\-'5yy , 

extremes ^ 2:tX ^J somme des quatre 

termes , 4jc X — . Somme des carre's des 

XX— yy 

moyens^ %{xx-^yy) ; somme. des carre's des 

extremes, ^ f^ ^ '/ ^ = 
[xx—yyf 

st{x^'\'V^x^yy'+-\Bxxy'^'^y^) 

(xx—yyf ~ 

íí[xX'^yy)X — ;; =~5-^iSommedesqua* 

{xx—yyY ( ^ 

x^'^QxxYY'^Y^ 

tre carre's, ^{xx-\-yy)X'~, ,. > 

{xx—jyf 
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Red. Daos Fequation B soit . substituee k 

sa valeur - , tiree de Feirmation A: 

XX— yy .X . 

s x^-\-6xxyy^y* , . x 

on aura, ~X — — :^=:4c (c) ; dans 

X XX' — yy 

réquation A soit prise la valeur de y en x^ 

\ 

ou obtient yyz==xx . DaD& Fequalion C 

S \ X 

soit substituee á yy cette valeur , on ob- 
tient ( apres les i:eductions convenables ) , 

2SS—XX C n . . 

^ = - , contormement au premier pro- 

cede (1). ' y ' 

. Aut ex. Trouver quatre nombres en pro'- 
gression ge'ome'trique , en connoissant Fexces 



(1) Ce probltme est un des plizs remarquables et un 
des plus exer^ans de ceux qui sont réductiBles au se- 
cond degré. 11 a occupé plusieurs mathématiciens. 
Le premier procede que j'ai exposé, papoit avoir 
rificonyénient d'iutroduire des expressions radicales 
dans les dénominations; maís ees radicaux disparoissent 
dans les dénominations elles-mémes ; il réduit immé- 
díatement une questiou compliquée a une question plus 
simple déjk résolue, et il ne demande Pintroductión 
que d'une seule incónnue. Les écláirciissemens conte- 
nas dans la Rem, a^". sont principalement destines a 
serrir d'exercices domestiques «lux él¿yes studieux. 

• N 3 



de la somme des extremes sur la somme des 
moyens, et Texces de la somme des carre's des 
extremes sur la somme des carres des moyens. 

La question dans laquelle on dotine Fexces 
de la somme des extremes sur la somme des 
moyens, et la somme des quatre caiTes, con- 
duit a une e'quátion superieurfc au second degre. 

Au contraire ^ si on donne la somme des 
quatre termes, et Fexces de la somme. des 
carrés des extremes sur la somme des carres 
des moyens , on de'termine la somme des ex- 
tremes et celle des moyens par une equation 
du pretiier degre'. Eü eíFet , cet exces est 
e'gal á la diSerence . des carres de la somme 
des extremes et de la somme des moyens ; 
c'est-á-dire , au produít de la somme donnee 
des quatre termes par Fexces de la soname 
des extremes sur la somme des moyens. 

On connoít Fexces de la somme du pre- 
mier et du troisieme terme , sur la somme 
du second et du quatriéme , et la somme des 
quatre carrfes , ou Fexces de la somme des 
carres du premier et du troisieme sur la somme 
des carres du second et du quatriéme. 

$ 227. Prob. Trouver six nombres en pro— 
gression ge'onietrí que , en connoissant la sommie 
des deux moyens 2« , et la somme des deuz 



extremes a«'. 
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Den. Soit le produít des deux moycils, J7 ; 
demi-difierence des deux nioycns, V^i^^-p)'^ 
termes moyens , s-^-j/'^ss — p) , s — y^{ss — p). 

S-}r{s8-p) p p 

.n [s+y'U8^p)Y _ ÍB+V{sS^p)) \ g„e {s^l^^BS^p)Y 

(®-K(*«-/>) pp pp 

o 1 * 52(l6s*-205>+5^73í)) 

Somme des extremes, ^"^^— • 

pp 

Cond. ig5^"^o^>+5w ^^, 
PP 

Red. 1 6^* — 20S^p'{-'5spp:í=:spp. 

i". Ca^. Soit «'=5^5 /?== 1 55^5^ — .jp==Í5^j 
partant, les quaíilkes chercliées sont joe'ces- 
sairement irralionneHcs. 

2^. Cas. Soit y>5fi j^j[^'-5^)-f ao«'/teii6«^j 

+2y(s{^s'-+'5s))—10Á ' 

P=«« X = ^—7 r 

5 OS 

s''+'5sX2y^{s{^s''+-5s)) ' 
''-P=^' X ,^_5, 

Sem. x". La premiare valeur de /y est totn 
ioorspositive, et elle repond i la queslion 
áaBs le sens propre de Vénbncé^ En efiet , 

N 4 
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i45(45'+55)-ioos^=45(4s'-205)=i6s(^'-5«) ; 

done, dansla suppositlon s^>5s,úr{8Í¿k8!-±5s))>ios. 

La valeur correspondante dess — p est aussi 
positlve ; ea effet {s'-^5sy—H^s'-+'5s):=^ 
s's'-6ss'-^5ss={s'-s){s'-5s) ; done , dans la 
supposition s^>5s , 5'-f-5ár>2K(«(45'-h55)). 

Rem. 2^\ La seconde valeur de p est ne- 
gative , et partant les valeurs correspondantes 
soit des deux termes moyens , soit des deux 
termes extremes ont des signes opposes. La 
seconde solution repond done a la questlon 
dans laquelle les quantltes donnees sont les 
differences et non les «ommes des quanütes 
cherche'es correspondantes. 

Rem. 3°'^ Dans les formules du second cas 
soit suppose 5'=5«. La prcmiere valeur de p 
paroít devenir § ; cependant ( i". Cas ) , la 
taleur dep est determinee. Pour obtenir cette 
valeur, soit substituée a la soustraction Fad- 
dition des termes du nume'rateur, en multi- 
pllant les deux termes de la fraction par 
QV^(5(45'H-55)}7t-i05; on obtient , 

i6s(J — 5s) 
-P— («'_5«)(2K(«(4«'-I-5í))+xcm) 

r= — rr-m — r \^ : a ss. Soit s'=5s : J7=| ssy 



/ 
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))ar ce changenient , on a mis á decouyert le 
facteur commun s — 5* des deux teroies de la 
fractioD , qui dans le cas particulier s'==.5.s eVa- 
nouisseot. Dans la méme supposition s[=5s ^ 
h secundé solution est impossible. 

5"',Cíw.Soit /<5*5 on rjfe=«5X ■ ^ ? 

5s — s^ 

/ Rem. i". La seconde valeur de 55 — p est 
negative ; efparlant, les valeurs correspoa- 
dantesides quantítes clierche'es sonl imagmaires. 

Rem. 2 *. La premlere valeur de p est posi- 
úvej en effet, :ioos5-4^(45'h-55)=i6¿(55~«'); 
eipartant, lorsque 5s>Sy i05>2K(5(4s+5«)). 

La valeur correspondante de s's — p est 
posiiive , si on donne «'}>«. En effet , 
4í(.45'-f5*)-(«'+5«)^=65*'—5í5— «'«'=(«'— 5)(5*—«'); 
€t partantj, si on a en méme tems s^^s, $'<Z5Sy 
la premiére solulion est reelle. 

Scholie. Dans le second cas s''^5s; une des 
solulions r¿ponjá a la question dans laquelle 
on donne, soit la diffe'rence des moyens, soit 
la diffe'rence des extremes. Partant,"tlans ce 
cas> les deux queslions relatives Tune á deux 
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sommes , et Fauire a deux diflferences, sont 
liees entr'élles d^une maniere si intime qa'oa 
ne péut traileir d^une maniere complete' Fe- 
qualion á laquelle eonduit Tune ou Fautre 
de ees deux questions, sans re'soudre en tnéme 
tenis chacuné d'elles. 

En appelant fid^l 2d!^y les difierences don- 
ne'es dans la seconde question , on obtient Fe* 
qualíon , i6d^-^2od^p-+'5dpp==^d'ppry au lieu 
de Fequation 165* — 20S^p'^5spp=::spp. 

Ces deux equations ne difíerent que par 
le signe de p; cependanl le second probleme 
diflFére esse;itiellement du premier en ce que 
des trois supposidons qui se presentent , 
(Í=z5d , d!'^5d^ (í<^5dy cetle derniere est 
inadmissible, et donne pour les qyantite's cher- 
che'es des expressions imaginaires; d^oü Fon? 
obtient la proposition suivante y que Je pro- 
pose comme exercice de de'monstration. 

Théoréine. Dans une progression ge'ome'tri- 
que de six termes , la diffe'rcnce des deux ter- 
mes extremes est au moins quin tupie de la diffé- 
rence des deux termes moyens. En géne'ral ; 
dans une progression ge'ome'trique compos¿e 
d'un nombre pair 272 de termes, la dífierence 
des deux termes extremes vaut au moins 52/z — x 
fois la difference des deux termes moyens* 
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^Aut. exercices , sur les progressions geomé- 
triques composees de six termes , a, 6, c, c?, e^f. 

Connue$4 
h'+e h-e h^c+d-^e h-c^ú+e c+d c+d 

a+f a^f a+f ' a+f ' a+fe-hH/' a^¿-e+/ 

ProbUme propose' comme cxerclce. De'ler- 
miner urie progression geome'trique , -en con- 
noissant, la somme de ses termes, la somme 
de leurs carre's, et la somme de leurs cubes. 

La de'termination du premier terme et du 
rapport de deux termes, de'pend d'une e'qua- 
ÜOQ du seCond degre' ; et la determinatíon du 
nombre des termes est réduite a uníe formule 
logarithmique. 

JSjc. Somme des termes 7, 5i, 4o. 
Somme des carre's • . . 21, 34 1, 810. 
Somme des cubes . . . yS, 468i, 2o44o. 

$ 2a8. Prob. A donne á B autant de je- 
tons que celui-ci en a de'já ; B en rend a A 
autant que celui-ci en a garde's. Alors, les 
nombres des jetons de A et de B sont a et & 
respectivement : on demande les nombres do 
leurs jetons originairement. 
Jetons de A. Jetons de B, 

Den. Originairement x ; a-^b — x 

apres le don de A 2a;-(a-|-6) ; aa+a6-aác. 
apres le don de B 4a; — 2(a-f-6), 
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Cond. kx — %{a^h)-==-ci. 
Red. ^x ==3«H-2é. 

4S0/. a;=: y a+6 — nf= — > — . 

4 4 

4a; — 2(a-+-i)= a. 

2*. Que ees joueurs fassentdeux tours. 
Les nombres originaíres des jetons de A 
ét de B se trouvent ea substituant á a et á b^ 

— -- — et — — dans les formules préee- 

4 4 ^ 

dentes. Or, 3 X — : — "raX — r— == ; / 

• . 4 4 4 

ct h2 X — > — = — ; i done, on a, 

4 4 4 

. , . iia+106 - ^ 5a+65 

letons one. de A, . • ;; ; de 1>, — -77- • 

. ' ^i6 » 16 

3**# Que ees joueurs fassent trois tours. 
£ñ bubstituant a a et á 5 dans les premieres 

^ _ iia-^iob 5«H-66 r- 

formules , — , et — - — rontrouve,. 

ID xo 

... , . 43a-4-426 
jetons ongmaires de A , — ~ y 

, ^ 2ia-í-22ñ 

^' ^' —64— 
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4*. Que ees joueurs fassent quaire tours. 
Dans les premieres formules , soit subsú- 

tuea «,—- g^— jetaé, — g--/ 

i7ia-t-i7o6 

85a-h866 



ona, jetons originaires de A^ 

de B, 



256 



En omettant les denominateurs des exprés- 
síons des nombres originaires des jetons de 
A et de B 9 on a pour les numerateurs suc- 
cessífs. 
Somb. des tours, pour A, pour B. 

1 . . 5a-t- a& . • a+ 26 

2 . . iia4- 106 , . 5a-f- 66 

5 . . 43^-t- 426 . . aiaH-226 
4 . . i7ia-+-i7o6 , . 85a+866. 

En examinant ees expressions. , on voit que 
daos les nombres des jetons de A les coeffi'- 
ciens 5 , 11, 45, 171, de a sont tels, que 
chacun d'^ux est plus petit d'une unite que 
le quadruple du pre'cedent; et que les coeífi- 
ciens de b dans les mémes expressions sont 
les doubles des nombres 1, 5, 21, 85, tels 
que chacun d'eux surpasse d^une unite le qua- 
druple du precedente ensorte qu'on a: 



2o6 EliÉMENS D'AIíGÍBREj^ 

s 3= 4—1 1= 1 

11= i6 — 4 — 1 5= 4-|-i ' 

43=64—16—4—1 2i==i6-|- 4-f-i 

' 171=256—64—16—4—1 85=64+164-4+1. 

De lá , on est porte á' conclure , que les 
nombres des lours augmentant successivement 
d'un^ unite', les coefficiens de a el de b dans 
les cxpresslons des Jetons originaires de Á 
seront tels qu^ils suit. - 

Tonrs» coefficiens de a coeíficieus de ¿* 

5 . . . 4^(4\ . . . +i)=4^t^*=:^-tij 2(4*. . .+i)=2X^ 

6 . . . 4«-(4^ . . . +0=40-^1=^-4"^^ .(4^..+x)=.x^' 



n. . .4 -(4 ... +l)=:4 - —j=^—^^^ 2(4 ..+i)=:2X-3-.- 

On a dono , pour ri lours : jetons 0rlginaire3 de 

2.4"-l-i' . 4"-i 4''+i 4"4-2 

3.4'* 3.4^ . 3.4'* 3.4'* 

Ces formules ont ¿te tlre'es, par analogía seu- 

lement, des expVessions des premiers termes. 

Pour prouver qu'elles sontgeneralement vraies, 

il faut prouver que si dans les eiípressions 

3a-+-26 a+26 , . 

— _ — et — , — on substituc a a et ap^ ces 
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dernihres formules , oa obliendra des expres- 
sions conformes á elles, en substituant /x-j-i á n. 

3(2.4«+l)r+-2(4«-l) 2.4'^+^-+-! 



Or, 



3.4« 3.4'* ' 



6(4" — i)-h2(4'»+2) 4»-t-i_i 

ej . . :::=2. — . 

5.4'* / 3.4« 

Done 9 pour n-H-i tours, on a , 

, . 2.4'*i-^+i 4»+i_i 

letons de A. . . • --^r-; — ; a+2. -3-, — :—oi 

' ^3.4'»+' , 3.4'*+^ 

jetóos de B... ^j^n^i ^""^ '574^^^' 
alnsi que cela dolt etre, 

-^«í. exerc. Chaqué joueur donne a l'aulrc , 
la moitíe% le tiers, le quart , ... la m^^ partie 
des jetons de ce dernier; ou ees raémes par- 
ties de ses propres jetons. ítem : pour trois , 

quatre , cinq, n joueurs aux ménies 

conditions. 

R^m, Le developpement general de celte 
<jue&tioíi pour un nombre quelconque de tours, 
a é\¿ tire par le raisonnement des formules 
relatlves a un seul totir. 11 est aise' d'obtenir 
ees formules pour ce cas par le simple fal- 
sonaem^nt^ et psirlant aussi pn obtient par 



2oS ' Elémens d'Al&íjbAe,' 

le simple raisonneaient la solution genérale 
de la queslion. ^ 

En eífet , á la fin du jeu Á possede a je- 
tons , aprés qué le nombre ,des jelons qu'il 
avoit a e'te' double ; done , avant ce douMe- 
ment il avoit seulerpent -^a ;. et partant B 
avoit |«-f-6 : B possede |«+6 jetons apres 
que leur nombre a ete' double'} done, avant 
ce doublement il avoit seulement ^a-^^hy 
et partant, A avoit originairenient f«~h|¿5 
ainsi que nous l'avons trouve'. Le merQe raí— 
sonnénient s^applique aux autres exerciccs 
propose's. 

Je vais appliquer la sommation des -pro- 
gressions ge'ometriques, á celle de quelques 
suites qui en tirent leur origine , mais qüi sonj 
plus compose'es. 

$ aag. Soit une progression ge'ome'trique et 

une progression arilhmetiqúé, par exémple, 

la suite des nombres naturelsj soient multi- 

plie's les uns par les autres les termes cor- 

respondans de ees deux progressions : on de- 
mande la somme de ees produits. Sóit , 



2 S ''"^ ^"^ 

g n-% 71-1 n 

¿x^ X'\'^x -\'Zx '\-,.,'\-{n':¡)x '\-{ii-\^x -j-»r . 

I*'. Cas. 
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1^'. Cas^Soh x^l. Des membresjde la se- 
cunde equation soient retfanch«s Ctux ú^ 
la preooiere j on obiient : . ,, 

n a 5 #1-1 » n 

)^(ar.i):íí:»r -(i-|-jr-}-x -f af 4. . . « >=:«iaí -í—i (Jao^i 



n 

.'1-4Í , 



-1 («-T-i)« •• •...;;, .-. 

a^. Cas.8oitx>^i4 Vés indmbres de la|)re^ 
núere equation soient r^trancl^és Ceux de la 
seconde ; on obtient : ^ 

y^.Cas. Soít íc=i. n paroít qu^on nc peut 
ríen conclure po\ir ce cas , des formules re*- 
latives aux deas ptemiers cas : on pourroit 
meme étre porte á conclure faussement de 
l'un de ees cas.au troisiémé. . 

En effet^ si datis reqüation 

toit k la place da soustrahende sa valeur n 
relaüve a la supposition iv^tsi , on. auroit 

<(«-*i)=í/2(x^— *i) * et s'=^n -=^nXrí 

' X — ^^1 

lorsque íc=±:x ( $ 209 ) j coQclusion fausse;| 

Tome IL O 



puisqii^e dam ce ^a$ y=-T ($ l3i), 

Pour obtenír cctte valeur de s' relattvc au 
irqisiéme.c^s^ solent converües les formules 
relatives' aux deux premiers cas , en les expri- 
mant , non dans x^ mais'^ dáns la^difiTerence 
de or á l'unite'. Ainsi, dans les formules du pre- 
XQÍ^cai sqU fiBi:H xi^i+Zi d(B maniere que 

«=72 r . 

Z Z 



i'ia*ia3 *i 4 






— * ítlo.» 2:2 » 2±f xJJ 2:í ?±i«V 

•— ; — , — — «+>2a ■" • — » •***•■■ *"T'«J« -"——•• • a • ""•; • ■"!*• « • • • 

la' lao * I .4 

Or ^ lQrsi[}üe jssso , ' ou rr^i , ceUe formule 
est redutte á son premier terme^ en on a pour 

ce cas s=^-. , amsi que cela doit eü^e. 

-. ., . nx'ix — i) — (x^ — i) ,^ 
JjmB rexpression ■ ■ , ^ -i le 



nHiaerateur §i le dénoiranateur onc CODStaoH 
ment un diviseur cominuo (x — i)* qu'Ua falla 
faíre ¿Bsparoitre pour obtenir la valeur de 
cette fraction dans le oaa párticulier ou ce di« 
viseur conimun devient o*. 

Remarque i". Dan» la supposition x<^x^ 

(1— arj ^1 — X) i-^x 
>> ' i -g decroU, par Faugoiemauon de /i, et 
p^or devepir. plus petit c{u'wcune qntwútf^ 



flX^ 

Le terme ^ crott par raugmentatioiir 

. x^ 

i^n^ en tanjt qiús n e»t eoeffieiem de ^ — r^m , 
^ 1 — x^ 

et il decroít par cette augmentaüon eá tant 

upe n e$t exposant de :c; il paroít done qu^on. 

ne peut pas conclure immédiaieinent de Tang* 

mentation de n á la dkmmiiipn de ce \entxz4 

J'aiBrme , cependant , que ee terme peut aussi 

étre renda plus p«tit qu'aucune quantite ^sh, 

signee. 

Pour ,cela j je remarque que deux yaleura 

successives de ce terme sont entr'elles commp 

n est a (/i-+-i)íí, ou comme 1 i (iH--)*j; 

o a 



mais comme par I'angmentation de n la frac-^ 
tíon - peut devenir plus petlte qu'aucune 



n 



quántite assignee j |e rapport de deux valeurs 
sucecssives du terme n approche du rap- 



1 ^ 



port de 1 a Xy d'autant plus que n est plus 

grande; ét partant^ les valeurs de ce terme 

approchent de former une. progressíon ge'o- 

níétrique d'aulant pitís que 72. est plus grande; 

, nx^ .. . 

et pártam j le terlne — - — peut aüssi etre 

X «ir 

rendu plus peUt qíl'aucune quántite assignee. 
Done y dans la suppósition a;<^i ; 



1 » 



est la fimité de la somme de la progression 
pfoppsée. 

: Hem, 2^®. Soitréduite énsHÍt€! la fraction 



Ti =14- 



ax — x' 



{i-xy ' 



,a' 



áx — x^ 5a?* — 2x^ 

7 Ña — ^X'T^ — T . " \a • p 

(i—x)' (i— *)' 

5*"— 3«»_^ , ^x'—5x* 

~7 ía" — ^* H 7" "va"* 

(1— »)" (1— Af)' 



— -r Ta — ss/tx"-'-]- ■» . ' rj — — 
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IPartant, le d^'veloppement de la firaction 

jusqu'au terme , /wc"''| diffcre de la 



(i-»r 

valeur de ceite fráctioD , de la qüáhtife 

; rs . Celte difference va en ojl- 

minuant ponr les valeüfs dé n 110 peu grandes^ 
lorsque x<C^i. Au contVaire, lorsque x>ímÍ\ 
.celte difference va contipuelleiji^ent en aug- 
mentant pour les valeurs de /i , dans lequél ca» 

cUe est — ' ' rrp y et on ne peut 

.ríen en conclure* imniediatement pour la sup^ 
^posiüon x^;=i. . , , : 

§ a5o. Soit de méme : 
f ^i+5x+6x¡¡+iox^+i5x*+ ...... í.5±l* 



~f'. Cos. *>i i *"{*-i)= ".^ * -(i+2x-|-3jc9+4**- +»* "i 



t 


=-.— í— jp-í'3=:-.— l-x -n.-, +j r-. 


V- 




l*.Caí.*<i; 


,71- n r, » ' 


0— *)5 »'(i-jr)a i' a i-o? 


■ 


05 







ST'lCas. x:piii aa n^e J>eut lieo CAq^ure 
immediatement des formules des deux pre- 
^miérs cas; thats, il ést ne'céssáiré dé cll^^fc^&er.Ife 
&c^ur commun (i-x)' om (^-i)') 4|ul^fif3c^ | 

les deux termes de la fraction a laquejile eat ! 

lágafe fe valeur' eje »" , qüand ott a xeduit au 
méme déuomioateur les term^^ dou^ elle est ! 

compo^e'ei et on. oblieoi par le métioie pracede \ 

qüc dabs^ le f precedetJt ^ ^t= - . — — -.' — — y ^ 

aibsi que cela doít étre. ] 

Reñí. Lotáqué ar>»i, ^ Ia váleur de ¿" ü^a ^ 

jaucuiie , limile ca igrandeur. 

Lorsque ar<^i , la limite de ^^' ést ; ' \^ j 

et on ivontre ^ tout comme dans le § prece- 
dent, la díBereBcé quí a lieu entre ceüé frac- 
tion et la somme des termes de'veloppes. 

Je crbis devoir me contenter de cette es- 
quisse de l^applicatión d€» progressions geo- ^ 

xnetriques , á la sommation des suites dont | 

íéh tertfies^soat ks prbdúits des termes d'une 
Iri'ógrcssi'on ge'bmetriqué et des nombres fi- 
gures¿ Le detail dans lequel je suis entre' dans 
lé §2üQ m/OBtré asse& la marche a suivre dans 
les cas plus composes. 
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i^r la méthode de^ eoefficiens indét$finin4^^ 
et sur sea appJicaüons, _^^ 

$ d3i,jLi}B$ qmntitéa eonataj^s oofc une ▼•» 
leur déterO)iiie^; et Je» qué^ntítés iW'iahJes 
peuyeiit>t*ievéür ioijile» 9ort«a ^ valeurs, Aifii4 
4aii3 un i^dí'cl^ deierinlne% le rayoAestcons^ 
tant ; mais Ja ^aodeiir des p(¿rpfiid«culaiffeft 
elevee^ á son diofluetre jusqu'i I9 circonfé^ 
f eoce y et Lef {Uatances de eef perpendicu-* 
laires au c^^tre^. sopí; yarigbtes. 

On appelle Jhncüon d'une quaolité varia-r- 
ble toute expression dana tsKjuelIe entre cetle 
quanüte'. Une foncuon entiese d'une quantitd 
vañable est celle qui eatcomposee seulement 
des puissances de cette variable k erposans 
entiers et positifs. 

$332. Théor. Soient deux fbn<)iíons enlieres 
d'une quantite variable, e'galesetitr^efles quelle . 
que soit la valeur de la' variable ; j'affirmeí 
que les eoefficiens des puissances semblableá 

O 4 



¿xa Éi-ÉMásjsrs b'AiíCÍdu»/' 

dans ees deux foncüons sont egaux entr'eux | 
et partant, que tous les termes correspondan^ 
de ce5 deuxif^nciipD^, pofit fgaux;enfr'€ux« 

Soient A et B deux fonctions entleres d'une 
quantlte' variable. o;, de maniere que 

Que ce¿ fonélibiís sóiénl egáíes entr'élles qüéllé* 
que soit lá Valeúr de- la Variable ¿c*. J'affirme 
que les coefficieps des termes correspondans 

•'tte'ó^» deux torlíji4i[>nd sónV ^gaux emrVux; 

En éSlet , fes fotüciioiis A et B étáírt ¿gafed 

entr^elksqu^ltóqué soit la taílea!**d6'a^J'^l| 

particiáli^p', dles «ont egaleá éntr^élte^ l^s^tié 

' ítazo ; mais aloprsv ^ cesí deux fonciíon^ ' sont 
tr^uite^ a teurs^^tremiers termes a et*'5^^ dütítf 
a¿t;^. Partant áus^ , les sómmes' des téttíkéú 
qui suivent les preftiiers sont ^alés' entré 
éllesj soient divide» ees deux sommes par x^ 

De la, on obtient par le imeme raisonnémeni 
€í— 6' y et sucoessivement a"=;=;6", a*"=.b'" , 
etainsi de;, sidte;: 

CoroL En partículier , soit une fonotion en- 
tiére d'une quantite' variable egale k zero quélle 
que soit la valeur de.cjetae variable : les coe^* 
ficieñs de chacuH. de se3 termes oú de cha- 
fime des puissances de 1^ variable ^^oot zero« 



C«A>ííiií XVII. '^li 

:• I^S'áppi^átiotiff de'^Oe principe voDt en 
faire sentir Fimportance. • íí. i :io 

íflSSrfi^I jipplwátwnr feiatíve á lal^úinr* 
nmtion*desip}Si¡tai9tthcé¿^é¿8 nojnbres naíureh*. 
' I**; Smi^Ifl lítate des ^^mbre^ naturelr4<»nt 
la multitude variable- sbitexpridieci ^pA^'^ni 
l^^ríné <}a-oiirpéiit xfóíérminer les eoéfficleú$ 
« el bj de tiMtlÍ^«:ciüé I&í fonction cm^fytf 
de-n souiegale^ií^'lá'^ionmie dek^es^^^nibi^s 
-qadle que sdit la Vftlefnrde n. • ' * • 

. 'Soit .dobc , &,nA=:00=-^hn\ Puisque e<etté 
eguatioa doita^roir üeu^quplle que so^t la va- 
leurde n, elle ídolt jívoir lieü pour une váleúr 
de n supe'rieure d'uu^ümte; et, pjart^t ^ -•c^ 
dp^ aussi . ^voir f a(?2+ 1 )=í!f (f^+ l)-h6(n-f- 1 )*. 
Pes meml^res.^d^ .!^a~sejQonde pquption soieixt 
retranch^s les iQ^]b¡rQs pqrrespoqdans de la 
premiare ^ ion 9^ui^fi 7^r+-Í=a-f-6(2^-+-i). Soient 
e'galés entr'eu:! les co^ificiens des puissances sem- 
blables y on obtient : a+¿=i> 2i¿=:i y et de la , 

a=^^, 6=|. Partant», «./tó=¿/i-+-^»''= — ^-^— . 

conformement auf i3i"% 

' a*". Soit la suite des nombres carres dont 
)a maltitude variable soit exprimee par- n. 
De'tcrihiner , ^il est possible, les coefiiciens 
o> fe, e, de maniere qu'on ait pour tpute va- 
leur de n : 5./i^=a/2-h^»^-f cw*»^ 



^l9 £x¿Sí£K8B'Alp&ÍlB|i.SÍ 

it Ppwrqtie ceuc equatíoct dU ta^o«ira Jíl^U|^ 
on doit aussi avoir : .- : t; ' f 

»>^jpbres de la s^Qoo4^ e'qu^lion' ^íoicBt xrer 
Aü^ilcbes les m^í^e^ ; 00rcélipQ|id9Li2&' dq la 
preipiere/, on obtiebi> :.;. f 7 

^ál^. les coeffie^eBl des putós^i^es temblables 
de 4, on a les ti^ois equaUotus : á-^h b i c x^ 
a6-|-3c=2, 5c=l ; et de la on tire sucp^e^sir 
{v:eQi!ent , c==f , , ¿=5> «5===i i «t pariMHit , 

formémem ati $ i4i'^\ 

3^ Soit la suke des Hombres euBes dont 
la muliitude variable soit eipiime'e par >i. 
Determiner s'il est posstbie les coefficiens 
a^ h^ c, d, de maniere qu'oü ait requation : 

On aura de méme : 

^;y4.i)5=z=o(i»+i)+6(»4.l)^+i<jHhi) 

Soient egales les eoeffióiens des puissances 
eemblables de n, on <^tient pour determiner 
€es ooef&ciens quatre equa¿onB^ desq«elles oa, 



ike suocesáTiément ds=sjy c?=:|, b=s^, ássoí 
ctpartant,«.B'*==ÍB*-|4»?4^/i«í=(-. í^^) . 

Cette expr^íssion troúveé .atíalytiqueinent se 
demontre sjDtbetiquement ^ en tnontrant que 
¿ elle est vraie pour qu¿lque Taleur de^ n 
elle est vraie pour la suivante j et comnVe,.elIe 
est vraie pour les premieres, valeurs 4^,nf 
o, 1, a,^.. elle sera vrale pour touteslés 
valeurs suócessives de ,n. O'r , 

Rem. La somme des nombres cubes vient 
'd^étiré rrouveé egalé' aU cáf ré du toctobVé trian- 
gúláire correspondan^, Máiá (ji5i ), liti' íióm- 
4>re Caite eét e'gat á lá sótmMf des nombres 
impairs tonre^ndahs | dón^^i U somme des 
Bombines cubes est «gale á la somme des nom* 
l>res iiBpairs k commeín^er depuis Funiie, et 
dom la mullitude eM exprimee pal* leuom*- 
hre tmngulaire correspondaQt» Dono «ussi;,^ 
chaqué nombré €ttbe est h iomme d^ nombres 
impairs smí06iS¿& , dout la place du pluA gnmd 
est exprimóé par le .nombre tñangulaire cor» 
respondant a la racine de ce cube , et doot 
la intúáiude est exprímee par «ette racine» 



4'?=i3-f-j5+i7+i9 ; »'=(»— i)/i^i ... »(/i-|-i) — í. 
' Le procede suivi'datis les irois sbmmations 
, precedeDte3 9 3'appUque evidemineut á la soni- 
mation des pulssances d'un méme ordre des 
nombres paturelsil et de la a la sommation 
des' puissances des tqrme^ d^ne progression ^ 
áritKmetiqu^ quelcojique. Oa doit remarquer 
'que les deux termes de' la somme des m"** 
puissances 9 qui contiennent les plus hautes 
puissances de T?, sont de la forme aw"*+* cl6/»"»j 

/ . '" -'V'-r, ' ': ' .' 

ct que a=: --^-^ et í== L 



•§ 254, a *. jépplication relaéiv^ 4 ^^ 



re-- 



j^uction des, puissances des nombres naturels 
aux nombres figures des mames ordres. 

N0U6 avoQs yu ( J i5l ) qu'un nombre carre 
est la somme de deux'ni^mbres triaugulaires 
successifs, dontFun lui correspond ^ et Tautre 
•le precede. J'aíBrme qu'ün nombre cube est 
la somme des produits pal* descoefficiens cons* 
tans de trois nombres* pyramidaiix successi^ y 
dont le plus grand correspond á ce nombre 
cube j en sorte qu'ón peut ayoír : 

n^j. _. -j^+B.- .j. f=-+c.-. -.35 a, í , c. 



.J 
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etant des eoefficiens constans á determiñer. 
\ P<rtir que cetle equation ait toujours^lku^ 
OQ doit ayoir : 



\ 



De la, a=i^ fc=4^ c=ij parlant. 

De méme,«8oit: 

Déla, on tire: a=ci, i=ii, c=ii, ife=i; « 
* 11...B+ 3 71-1 n-f-3 71-a n+i . n-3 . n 



On voH que ce prwede pcut ^^tr^ g¿né- 
rali»4f; mjais qui^l^ 4¿Wr«flrfeítí<Hi dos i)^e£- 
ciens des nombres figures succ^ s^|» esfr li'au- 
tant plus longue, qu,e Fexposant des puissajices 
á riJdvttré dans les nombres figure» est plus 
considerable. 

$a55. '¡T''. Application reUttíve á la división. 

1*'. Ex. Soit un dividende xx-p'x'hp" j ^oit 
un diviseur ar-aj soit le quoüent x-g\ Produit 
du diviseur p^r ié quottcnt : xjr-iap(a4^gf )-f-ay . 
Soíent egale's les teri^í correspondans du di- 
vidend« et dn produíi s on obtítnt <N-i^==p' j 
«5^'==/' } de la , q'=p'^ai aq'z=ap'-aa==p^'i 
et partaot, aa--^jp''+j>"=3=o^j pa^ta^t > povr 
que la división ^oit possible sansr reste y on 
doit avoir aa— rCEp' ■+•/>" =oj et alars, 
xX'—p'x^p^'=3H{»'-ra){x — (p'—a)). 

fl^.Bx. Dividende, x'— i^V-hp^ar— p'"j di- 
viseiu* x-r^r^i «ok le ^otient xx — ^x-^r^^^ 
Coefficiens des termes successifs du produit du 
diyis^nr par te quotient , i, 5^+«> í''-H^íS «S^^'- 
doiept egaL^ oes coeffidens aux termeft 
correspondans du dividende j on obtient : 
q^p-Qi q''—¡^*-aq'=^''-ap'j^aay aq''z:^p"^ , 
ou a' — aap''i-ap*'~p^''==o. Fartant, pour 
que la división ait lieu sans aueuqr reste |^ on 



dóh avoit^ a'-^-a<^>'-f^jp''--rp'''===o; el cette 
qUantUe estle cüividende propose , dan& lequel 
on a mis ¿i a fó place de x. 

5^% JSar, Dhidenáe, :t V»*+/>"« V"^+i>'^5 
diviseur, íc-aj sait le quotieat x«-^ar2^jr'^a?^^"'. 
On obuéntdeméine : ^^=^-<í\f^^^=fl--ap^^aa\ 
5r''':^y''— *ap''-+-oV--*a*j et pour qué la dS-rf 
"visiotí aic lieu ton» aucim reste , on doitavoir 
a*--^'a'H--y'a^--jp'''a-+-i>'^==o , en substk 
tuant a á la piáce de o? dans le dividendo 
propose* 

Ejk general. Soit le dividende : 

diviseur x^^u ; soit le quoüent : 

Soient egales les termes du dividende aux 
termes eorrespondans du produit du diviseur 
par ]e quotient f on obtient les e'quations 
|uivantes : g'ssíp' — a / Sj'—p" — p^or\^ ; 

et pour que le quotient soit eiact, on doit 
avoir : a5r'*"*==pHj ou 

aia-p'a'»-'-+-p"a'»-a . . . . 'J^p^'^a Hhp'* =o } en 
substituaj^t aVx dans le dividende propose\ 



' 4"*^ Ex. Dividende , x'^j/x^^^x^p'^*^ 
diviseür^ (x — a)^ j soit* le quo'tiént x^—gf t 
bn trouve pour leis COefliciens des tei^tne» 
succesfiifs du próduitidtt..dÍYÍséiír-p8r.le quo- 
tientj 1, g'-jr^a^ aaql-^aHf aag^. Dela^ 

pártante ees deux deroieres equatíons dói-^ 
v^Dt avoir lieu en méme tems pour que la 
divwon se fasse saos ^ucun .resté j dé la pre- 

., , . . .V p' +l^(p"-Sp"} 
miere equation, on Ure : a=^^-= — ^ y 

et de la seconde, on tire: j?''^=aa(j5'-^¿a) 

_( _- ) X 3 . ♦ 

8oit/7'=7 , p"=i6 j on irouve a=í2, />'"=x2j 
el partant «'—7x^+1 6ar--^i 2=(.t — 2)^(x-;73), 

6"%iB*. Dividendo, :ir*-./>'*»+yí*^'-y"*+p'^; 
diviseur, (jc-a)*j soit le quotient xx-g'x-hg^'^ 
Coefficiens des termes succe$sifs du produit, 
1, í'+aa^ í"+2a5r'+aa, 2ag"'+-aag'y aag'^^ 
De lá , on a les équations g'=rP' — 3« 9 
5' — jP"' — Qa/;'H-3aa ; et pour que le quotient 
soít exact on doit avoir les dcux équations: 

On peut étendre ce procede a desexeoiples 

dé 
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de divisions plus qomposees , surtóut quant 
á la complication du diviseur. 

^ 256. 4"*.. Application , relatipe á la ^h^ 
comppsition des fractions dont te denomina'^ 
teur a des facteur^ y dáns les frctctions \qui 
ont ees facteurs pour dénaminateuri. 

1*. Soit ; rr — -7; UDc fracüon dont le 

(x — a){x — o) 

denomlnáteur a pour factéurá deux binomeft 
vB^-^a , X — b y j'affirme qu^on peüt deterpiiner 
les numerateurs A'et B , de maniere €pj¿on ail 

X'+-C A B 



{x—á){x — b) íc— a X — 6* 

En effct , pour que cette equaüon ait lien ^ 
on doit avoir i»-t-c==A(:r— 6)-+-B(ar — a) ¡^ 
de la { § a3a ) ; A^-B=c=l , 5A4-aB= — c j 

- x^c .' a-hc 1 &--H? i. * 

(x — a){x — b) a — b' x — a a-^rbl^ ^""^ 
" '• , "'A 

ainsi qu'il est aise' de le yenfier* 

Q'^C 

Rem. 1". Le coefficient r de la frac-2, 

a — 6. , . 

tion — — se fprme de la fraction. proposée, 

■ X — a 

Tome IL . í; 
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r-z r; , 60 subsütuant dans le factcur 

(x — aj^x—^o) 

— — de cette dérniere , a a x; el il en cst 

de méme {K>ur 1^ snbtcitutloo át b k % daos 
la fractíon tjtd a pour denominaieUr x — b. 

Rem, ü *. Lorsque a=?=¿ ; et partan! , lors^ 

que la fracúon proposéc esi j ra , les frac- 

li^i!» pMTUbulieres auxtpieUes donné lieu la de- 
6Qnip¿jSKti<>a géneraleí soot aSe^iees du coef- 

ficient 7 =?'¿5 ce ^indique Pimpossibilité 

de la decomppsitioh de la fractíon proposee. 

-,.-.:* * {x¿-a){x^b) {x-á){x-by{x'-a){x^b) 
^*«^ y partan!^ on peut ra- 



meper la decompositíon proposee lorsque le 
numera tenr contient la varisble x au cas ou 
le numerateur est coostant* 

Rem. 4"". Les facteiirs x — a, x — b , du de- 
no^ilinateut* étaát iiiégaux, la decomposiüon 
precedente es\ inde'pendante de la nalure de 
eésfactenrs; ils peuvent étre ratíonnels ou irra« 
júoonels.^ reels ou imaginaires. 
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Rem. 5"*. Soil proposee la fraclichi doúl le 
denominateur cst le iririome ;ca?_— t^V— y"# 
Ce trioome a poiur fam^urs leá'^Mndmes 

ees factcurs sont imagipai^S^ sí j)*^ ^cHáiígeiim 
designe est plus grsíiid que xp'*} el partant^ 
aíors^ les denomiiDpttéur» d^ firaptiofis dae^ le»- 
quelles la fracüon proposee peut étre decom-* 
posee ¿onv itnágttiaires. . ••/;—- 

' Í?¿m."6"'. J^arsíippose que les aimensiOBA 
dé \sL variable dans ^e numersKteur diet {^^^9^ 
tioá :proposee éioient móiiidriM que sa plus 
Iiaute dimensión dans le, denominaíieui(^: Á 
cela n'a pas lieu y -on peut ramenisf ce cíTs áv^ 
pre'cedent. Én effet , puisqüe 

{^~a)(ar — b) '"^ á — b' .)(p-~a ' a^^-scr^ •? 



. j^ <í« 1 bb 1 



. Perin^mé : ... 

.(í¥n<?)(tft-6^í ^^**^' ■ *-^ ^^^ *-^' 

==:a?^H —x-\ ¿--4 -,. ;. — i- 

.<í-fr a-ro a-a x-a ft-o x-o 

En general; 



Ce <}uf^ vient d^4tre dit sur les ffactions 
dont le^CiS^^óltaing^teür^ a d^x facteiiVs bino- 
mes , peut éonduíre a la decompositloa des 
fraclions dont le dénbminateiir a un plusgrand 
nombre de factctffs^ biuomes; 
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Solí la fraciión rrr—jr? ^ í on de-^ 

mande celle des fractions dans lesquellés cett'e 
derniere peut'ctré déconiposeej qui a pour 
denominateur le fac^eur x — a. ... 

PuísqueT l~^:=^^.J: L -L. r 

(*-aXx-6) a-b x-a ¿-¿' ar-6' ^ 



Mais, -L.. J-=J-.-i L_ JL^ 

x-a X'C a-c x-a a-c' jc-c' 

Done 9 la fractión ayant pour déniGtmiiateur 
le facteur x-a est * — ,,^ ? ; . — r; on.a done : 

[_ ' i ' ' 1 ^^ jt > : '"^^^ ■ 7^ 

+ ; TT — Tx- — • Si le nüme'rateur de 

(c-Ta}(c-6) x-c ... 

la.fractíon propósée est aflecte' d'une ptífe- 
saüice -x"* de x , le nume'rateiir de fe frac- 
tión ayant pour denorSinateU'r x-^a, sera affectií 
de la méme puissance de a i et les; f|;^tions 
ayant poixr dejQomi^ateurs les facleur^.rrr^-í | 
x-Cy SjeTont.affect^'e? desi wjénies puissances de: 
í et de c. " -^ / 



Ea general 9 que le denominateur de la 
fraction proposeé a¡t ua facteur binóme x^-n y 
^t pour Ffiíutre facteur ^ne fonction eSüere 
X de la yaria^ble rp ; la , fracüan ayant pour 

dénotninateur « — a, aura un eoefficient -r 

A 

dans Icquel A provient d^ x en y substi- 

tuant a á x. Aiasi y soit la fracüon 

1 1 - - 
^"í X •— ^ — t 77 } í* fraclion á laquelle 

X — a xx-+'OX+ob \ \^ 

donne lieu le facteur x-^a du denominateur^ 

est . , ^ ; ■ ^1 . . Et si le numerateur 

de U fraction ; proposée contient une puis«- 
sanee x'^ de la variable ^Jle nume'ráteur de 
la fraqtion ayant le denoounateur x-^a^ conr- 
tíent la «méme puissi^úpie de a* 
, La destination <le cet ouVrage ne me per- 
met pas d^entrer dans de plus grands délails 
srifi/pe ¥ij|et,^ quelqu'impoptafit <ju^il soit^ par 
la IVeifueof^e de ses applifiations daocrle^ par<- 
;Uie^. $Hpenem es des ;p[^á!^^^9Q^tiqDes. 

^^j^ 5*'. jéppücation y relative au dépe* 
ioppement en suites des fractions dont le 
dénominateur ¿si une fonction entiére ffune 
quantité variable. 



i 
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Nous avon& ya que le développement en 

suite de la fraction doíme la suiíe géd- 

^— -a 

1 a a" 

metnque - H — ^ + ""s "i" • • • • 
X X x 

Soit la fraction ; rj dont on de- 

Xüf — rpx — p 

mande le de'veloppement ei^ siúte. 

1 1 a' a" a"' a*^ 

Soient mukiplies les deux membre» de oette 
equation par xx^-p'x — p" j ct soient egales 
les <K>efficiens des puissances semblables de rr j 
en aura la suite d^equations : 

tí - p* =o; d ==/>' 

a -a p --ap^ =0 a =a p^ap 

a*^-<r p-<i'p =0 air^-z=ja p H-a p 



Partant) chaqué coefficient est la somme 
des produits des deux coeíBciens prece'dens 
par les nombres donnes pl et p" respecti- 
v.ement. 

l&n. La suite qui provient du développe-* 

ment de la fraction --^ i est telle eme cha- 

1 — X — x^ ^ • 

P 4 
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que coefficient est la somme des deux qui le 
precedent j la suite de ees coeffi.ciens est 

1^ 1, a, 3> 5^ 8, iS, 31 De méme, 

la suite qui provieDl du developpement de 

— est telle que chaqué coefficient est 

(l— x)^ ^ ^ 

rexces du double du pre'ce'dent sur le pe- 
nultieme } ees coefficleos forment la suite des 
-nombres naturels. 

Rem. On peut eipricner chaqué coeffi- 
cient d^ns p' el dans p" seulement ; confor- 
mement au tableau ci-joint. Soient regardes 
p' et p" comme etant des quaniítes ayaut 
une et deux dimensions respeotiyement : le 
coefficient a" d^un term^ a;'' est la somnle 
des prodults de n dimensions faits aveo les 
cpefficiens p' et p" j chacun de oes produits 
«'tant repele un nombre de fols e'gal a celui 
des permuta tions dont sont susceptibles les 
lettires. qui le composent. 

a =:p I 

^r/ ^ra , ^rr 

a'"==p"+2py 
a^^=p''^5p'y+p'"' 
a^ ^p"^^py+5py^ 

á^=p''+5p'y-\-6p'Y'^p''' . 
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' Héf. 0n appelle quites recurrentes , les 
suites dans le&({uelles chaqué terme est la 
somme des produifó d'ün nombre constant des 
termes • precédeos par des nombres donnes. 
L'ordre d'une suite rifcurrente depend du nom- 
bre des termes anterieurs desquels depend chá- 
eun d^eux. Les progressions ge'ometriques ^ 
qui proviennent du deVelóppement en suite 
des fraotions dont les denominateurs sont des 
binomes ^ sont des suites recurrentes du pre- 
mier ordre. Les suite$ re'currentes dont cha- 
qué terme depend des deux termes qui le 
precedente sont des suit«s recurrentes du ser 
cond ordre j et elles proviennent du de've- 
loppement des fractions dont le denomiüaieur 
est ün trinóme. Les fractions dont les deno- 
minateurs sont des quadrinomes, donnent lieu 
áux suites recurrentes du troisiéme ordre ; ct 
en general e les fractions dont les de'nomina- 
teurs sont composes de77z-+-i termes, donnent 
líeu aux suites re'currentes du w"** ordre. Les 
nombres constans par lesquels on multiplie 
les termes qui pre'cedent le terme a obtenir , 
fbrment Véchelle de relation ^e Isl progres- 
ión ; et partant , Fechelle de relation etant 
Gonnue , on connoít aussi la fraction du de'- 
veloppement de laquelle la suite pfoposee tire 
son origine.^ 
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§ d58é Soit une suite recurrt pte dü secc^ad 
orclre. Que le d^nominateur de la fracáon dont 
elle tire son origine soit le trinóme i'-p'x^p'^sa^. 
Soit decompose' ce trinoníe' dans ses facteurs 

bmomes, qiu sont i— — ^ — — ^ -a? et 

- • -^ » j lesqueU po^^ apreger 



soient designes p?ir i-jtwc et i-^m'x. On au|*% 
1 iro 1 TO ^ 1 

MaiS) lesfractions et ^, donisi^iit 

I — mx 1 — mx, 

par leur developpement des progre^sipns gep:* . 
metriques } dono ^ les suites recurrentes du 
«econd ordre sont ramenees aux progrej^iqns 
geometiicpies. Le n** terme de cette suite 

recurrente est — ^ p «'*'*. 

1*'« Exemplej relatif á des facteurs binomes 

rationnels. _¿p^==,^^^ 

terme ge'néral de la suite re'currente, (2'*-i)x*~*. 

2^. Exemple , relatif á 4$n^ facteurs binp- 
ines reeis et irrationuQls. 
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SoU la fracúon dont le denomitiatear est 

le trinóme i-íc-«'=3s:(i— ^ íi?)(iH jxi 

; Terme «¿ncral ±J^^^:^)'±f^ZÍ)}^r. 

5*^« Exempl0j relaúf a deux facieurs bu* 
nomes imaginaires. 

1 1 1^ . 

^1/'"% 1 I ?lí£li i 

Le coe£Í€Íeiii du n""* terme ou de x^^ 63| 

i-—- ^ T^^ -^ i- y et comme cctte 

somme esl reeUe { i 189 } > ohacun des cofsffi^ 
cieos est reeL 



V.Sx. 



eoefficient du w** terme ou de «"^' , 
^— {±(a+K:-J)''í(a-K~i)''}. 
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Si le denominateur dé la fractíon po'opoa^e 
est compose de trois facteurs binomes y la 
fraction pourra se decomposer en trois au- 
tres ayant ees facteurs pour denominateurs ; 
et partant, uii^e suite re'currente du troisiemé 
Ordre^ se decompose en trois suites. geome- 
tñques : en gene'ral ^ le denominateur de la 
fraction propose'e etant compose de m fac^ 
teurs binomes^ la suite recurrente du m"* or- 
drc se decompose en un pareil nombre de 
suites ge'ometriques. 

La destination de cés Elemens neoieper- 
met pas d'entrer sur ce sujet dans de plus 
grands de'tails. Voyez entr'aütresEutJBR,/j^íro- 
ductio ad Analysim infinitorum -^ cap. XIII. 
Je crois cependant devoir diré un mot des 
suites recurrentes dont les denominateurs sbnt 
des puissancés d^un binóme a exposans entiers 
et positifs j en c;|>mmen9ant par la trolsieme , 
ayant deja parle de la suite provenue du de- 

yeloppement de la fraction 



1 



{i-xf 



Ex, i'. =i+3*+6*'+io«»+i5**-í-2i*5-|-,.. 

(i-*)» 

Mais, (i — »)'=i— 5flf-i-3ic'— «*} done, le» 

nombres triangulaires ou les nombres figures 

du seoond ordre forjnent une suite récur- 
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rente du troisieme ordre dont Fecbelle de re** 
lation est -+-3, — 3,H-í. 

Que la fraction proposee ^it le nutnerateur 
a+bx'+-cx^. On peut de'terminer les caeífii* 
cietis aybyCj de maniere que la suite.pro* 
vcnue du 'de'veloppement soil, par exemplé^ 
la suite de^ nombres carres. * 

-Pour cela.i aoit, prk, le pftiduit dé la suité 
precedente' par a^&SH-cx^; les trois -pre- 
míers termes du.produit sont^ a, (3a-+-6)^i 
(6a-4-5¿-+c)^^ ; soiéoli ¿gaiés les coefficiens 
a^ da'+'b , 6arlr56-+'C, : de ees : trois telrmM 
aux trois premiers nombres carres; dé Qianiere 
qu'on ait a=?:i^, 5a-+-,¿?=?a^, 6a-h36-Hc=.5^; 
on a a=iy ¿=i, c=:oj et partan t, la jfuile 
des nombres carres provient du <JeVeloppe- 

ihent de la fraction 7- -i* * * ■ 

{i—xy . . .,^. . 

JSx. 2^., Lí5s nombres .figure's du troiáiemie 

ordre provi^nnent di^ .d^v^^^^pement de la 

1 ' . . ' i ' ^ 
fractiob -¿-^ — —; ils fdrmeñt done une suite . 

recurrente, du quatrieme prdr^ dont Fecbelle 
4e relation est +4; -7^6,4-4!, — 1.^ On.peut 
determiuer le numeraieur a4-é¿i?'+*c:x?*+cb', 
de maniere que la suite soit celle des nombres 
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cubes : on tro^vé que ce numeráteur doit étre 

Bx. "¡T^. Les nombres figures da quatrieme 
ordre provien^c^ot du de'veloppemBnt de lá 

fractíoD r i ils forment une suite recur- 

rente du cinquifeme ordre dont f efcbélle dé rc- 
iation «st -f.5*-io^i 0^5+1 ; on pcut dlft^rtni- 
Ber le nume'ratctir »-^éjH^«^^4Hrf**'4-«if*, de 
maniere qu'on ait p6ttr le déVeloppement Ja 
auiie des quatrieaiea pttissanees ; ón irduve 

On p,eút e'teodre d¿s r^üherchés aiix nom- 
bres figures ^t aux ^^msañ^es de toifs I«s ordres 
(voyea le $ a34 ). 

G^"". Application ^relatipe au théoreme hi^ 
rtomial^pour un expo^ant queicoñque. 

$ a38. Quoíque la demonsiration genérale 
du theóreme Ibinomial deVelopptse dáns le 
Cbap. XII1"\ ;mle pardisse ne tfen Isasser á 
desirer, soit a Tegard <le la simplicite^ soit 
a l'egard de rexactitude , je crois cependant 
devoir montret'éíieore re'tendue deS usages 
da principe eipose dans le <$ sSd, en rappli* 
quaiitnu de'veloppement d'une puissance d*un 
binóme á exposant queicoñque, 12>'ailleurs^ 
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lá ikiárche que je suivrai dans celte applica- 
tioD peui étre regardée eomme une iatroduc^ 
tion au chapitre suivant, 

Pour e'claircir le procede general, je crois 
3eToír etposer aüsst fe das 6u Feíposant esjt 

enüer et positif. 

• 

n a i* ^ 4 "^ 5 

Soit (i-fár) sa+a'x+af'M -f-a'"* +m * -ha * + ... j done 

n g 9 ^^ 4 ^ s 

Aussi [i-f-z) =i-t-a'x-t-a"* +a'"x -f-a « -f-a « -j- . . , . ; deli, 

Soienv divises les deui iurembres de cetté 
equatioii par x z } on aura : 

f»-x Vi-i fifias 

Bans celte eq^atión , indep'eíidante diss va- 
leurs respectives de o? et dé z , sóit x^=í:z^ on a : 

n-i 11 *▼ * ▼ 4 

l&e la tí '-aS-a )\ ¿'=á^/i r}¿d!''±^(fí^T) ', 
5a'"=?=a''.^ii*-^)> 4«í»=3a'"(f»— 3)-. • • ; parlan^, 

1 1 a 1 3 ' 

a^'^rs-, . . — r— '^•. . . conformement aií 6 165. 
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3^. Caí. Soit rexpownt un rionabre fracúon- 



n 



naire posiüf —^ 
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(i+«)''=(i+af*+a'V+a"'«»+a %♦+. . . )"*=^ 
(i-j-*) — (*"{**) ''^ — ^ » <"* 

(*^)((i+,)'-\..+(i4^r'>=<x_^)(x""'-4^'"') 

=<jc-z)(a'+«"(«+2)+«'"(* -2 )+« (*•••« )+-)(X .J5 ). 

Soient divises les deux membres de cette 
equatioa par x — z^ el dans les quoüens soit 
fait x=:z y on obtient : 

IkÜultipJiant les deux mepbres par i+x, et 
substituant á (irh-A?)'*.sa valeurx'», on obtient: 

ou , . n(i+a''ar-f a'^*3+a''^^jc5+aivx*4- . . . . ) 

-^ De 
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Peli, a'=- } 9a"=xa'(--i), 3a"'=a"(- -a), 
m . n» " tn 

it ' ' 
^"'=a"'( ^3).'» . . Gonformemeat au $ 178. 

5"'. Ca«. Soit) 

fc=(*-^X«'-f«*'(*+«)-K"(*'-«')+«'^(**"-«»H-- 

Soient divises leí deux membfes de cette 
e'quaüoú par x-^z ^ et datiB les quotiens ftoiic 
fait x=xz f on obtient : 

- -: i«»'+W^*+3a"^«''-f 4aiv*»+. . .... 

De lá j 0'=— n; 20"=:=— a'CnH^i) , 
5a"'=--a"(n+a) j 4a'^==--o"'(n+3) . . . ^ 
conforme'ment au $ 179. 

4"". Cas. Soit l'exposant un nombre ne'gaú^ 
Tome II, Q 
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1 



,ct íraciioBilaire j ou soit la formule ^^ 

Ce cas se demontre d'apres le tróisieme cas, 
de la méme maniere que le second cas a éié 
demontre d^aprés le premier. 

$ 23g. Le procede' qu¡ vient d'etre de'veloppe 
s^applique avec succes au developpement d'une 
puissance á^un polynome* 

Soient divises les deiix membres^par x — r, 
ct dans les quotiens y soit fait ¿v=jí j on a : 

a'+2a''a;+5a'''ar3-f 4aivx3+ 

(a'4-2a"x-f^a'/'x2+ 4a'! x^+ . . . . ) 
{i^j/.x+p''x^+p'''xB+^ : . . ) 



1 



tenues áans le i^"^, memb. cbms té 2^. memb» ' ] 

^ ■,•,:''),".■. . . • ' ■ ' • , • 1 

a'...7i(fly+2p'') ' "^ ' aY+ia" " -'' ^V ; 

l)e la, on tire successivetnent : ¡ 

tí =np i : 

2a"=a'y(«— 1)4-2 V' ' |: 

3a'"==aV('»— 2)+a>'^(2n— i)+3V'' , ' I 



Oa obtient ensuite immediatement chaqui 
coefBcient 

el y J' y c/'^y a, a ... dans n et ddns les coefficlen» 

IV T 

^i P''^ P^"y F> P ••• «uivant une loi r^guliirc. On ttWKfX 
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Le cas oü tous les coéfBcíens/)', p"^ P^'^p^f 
áent egaux á Funite, de maniere que le p(>- 
lynome est compose des termes de la pro* 
gression ge'omelriquc , i, x, x^ y af', «*,•.. 
ct oü n est un nombre cntier ct positif^ se 
distingue par sa simplicite'. II sert de base a 
la determination ge'nerale des manieres d^a- 
mener des points donnes avec des des donnes. 
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Calcul des Tablea logar ithmiques» 

jJaiís le cbapitre XV"' , nous avons adnris 
les tables logaríthmiqaes comtne iQaloiáe^s ^ 
ct nous avons appris á en faire :^$age,..Jp.e 
proce'de que je vais de'velopper pour exeV 
cuter ees calcuU est beaucoup plus abrege 
que celul qüi a e'te employé par les preraiers 
calculateurs des logarilhmes : ils n'etóiént pas 
en po3session des nüpyens qui sont dus aux 
progres des modernes 'd^ns les. calcula dp^eló$^ 
supéríeurs; mais doiat 'on peut les degagér 
eomme. il suit. * ~ - •'-- 

5 24o. Fuisque le logaríibme de. Ku0Ílá est 
xero : log. (i-f-a?) -eyaniouU lorsque «=:oy et 
partant, si ce logarhhnj.e peut étce rámene a 
une-fonction éntlere de », il est de la forme 
aAF-h6x^H-ca:^-+-dii?*+ .... Soíi done : 

log.(l+x)-log,I+Z==a(*-2)+¿(Af2-i2)+c(*5-»5)+^^ 

Q 5 ' . 



^ 



146 ÉI4ÉMENS D^AliC^ÉBUBj 

Soíen^ (J^yis^s. Jes , dey^ membres de cette 
equatioB par x — z , on a : 

«=0' — i h* • 7— F-\9 -Ht í—TTs 4^ v I \« + • • • 

i+f,,- (»+?) r^^. (1+^/.^ (1+^) ^ 

Cette e'quation a lieu pour toutes les valeurs 
^ht)'Vr, e%'\d^ z^ done y en particúlier, elle a 
VwjÍ0ifeiüe.v<arp3S3: ;¿i-et alorsí elle dévi^nt : 

::=M{jí-;rX'^pf^rX^'jrx^-éM)^^^^^ e'gales lerpiea 
^rr^Jles pqe£^ciens.des;p,ui^^qp96 sembj^bl^s 
^:'^jíft3??:í í 1?^ (^urpr^qpiefis teraiíeíf;^o!ftl> 
^é¡a égmf^enit^enx^p%fi^l2iX}X'^ le coefficicu^tia 
f!Á\4n^t^vpQÍnéy 6t4€;sí)CjC>f:fficiqns suiyaiis.SQ.Bi^ 
d4íer^?>;ea flLpfiií,l^,,óíu?JiqnSj 2br=pf-rr£hf. 
3c=H-a , 4rf= — a, 5«=H-a ..j.% : on a doixc:, 

. ,]R.em. 1". Les formules prece'dentes sont ti-^ 
r^ees.de la conversión en..6uite de la fraction. 

— ^. Óóiíime cette conversión est legitioaíe ,* 

pu que^ lÍ9í süite qui en provient approche d^ 



C H A í I T R fi XVIlI. 5 a47 

la valeur de -^ sculement lors<jue ¿v<^^ ; 

l"T"^ ' ■ ■ - ' ' ' ' 

jt vais prouver que dél^ a tóüjours liéü , lors- 
qu'on calcule le loganthnlé d'un nombre plus* 

grand que Tunite', par la fórmqle log. --Í— , 

1+ar . . . : »M 

En effet, soit -=7z j en supposant /x^i j 

de la proportioa iH-^p : i — ^x=/j ; i j oniire, :, 

i;x=t/z+i :/z — 1 . et x= — -^ , fracíioñ pro- 

premem díte. , ^ -• ' ^ ; . . ,r 

, ,. . .^, . ,, i ' ' .,.■ . ^ . 

JR,em> a ^. Le locarithmed'un: mémé'hómbre 

depend du coefficient indetermine a inde'penr- 

dáflt de ce notóbríéJ Irtá-tóétóe , '- ét' ídéf lá 9ü?te 

h laquelle il sert de coefficient, et^|tá: ¿RS^ííd* 

de ce nombré. Un ípéme nombre a donc^ un 

nombre illimite dé logarithrñes suivant iW ^f- 

ferentes valeurs de a.. Si pn. calcule les ^oga- 

rithmes de tous les nombres: pour une flaéme.. 

valeur de a, on dit que ees logaritfames appar-^ 

üennent á un mémtdsy&téme logar ithmigue^^ 

dont a est appele ' le 'mo¿?«!/e. La suppo- 

sition la plus simple consiste a faire a=i^ 

Les logarithmes cprrespondans á cette , sup- 

posiiion sont afi^élé^ iQgarithm^s , naUí^rels .\ 

je i^ais d'^bprd m' OQoúper dé ees logarithmes y 

Q 4 
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je montreral ensuite commem on peut^ par 
leur moyen y calculer les togamhmes relatifs 
a un $y$téai.e queloonque, el en parúeulief 
le$ logarithmes tabulaires. 

' $ 34i . i". Exemp. On demande le logaiitbme 

de a; soit =3, ¿v:;=t^ 

1 — a? 

X ==¿0,3333333 * =0,333333? 

*** =0,0370370 ^x* =0,0123457 

xs =o,oo4ii52 ^** =o,oood2.3o 

»» =0,0004573 fjF^ =íO,oooo653 

af® =o,oooo5o8' ^x^ 5=0,000 oo56 

jip"=o,ooooo56 í^jif*^=?o,oooooo5 

af^5==o,ooaóoQ6 log.2===2(Q,3465734)=0,693 1458^ 

. tCe paWl est exací j[usqu'^ 6°"% caracteres 
q^ij^ dok élre 7^ 

a , JEacemple^ Soit — -— 2=3 , íip=5k 

^ s=:o,5oooooo * ==o,5oóoooo. 

jr' s=o,i35oooo |jr* =i=o,o4i 666 7 

:r^. s^,o3ia5oo |jf* =o,oo625oo 

jt/ =^0,007 8135 1»^ =30,ooi 1161 

ar* =0,001 953 1 }«* =50,0003170 

a: *' =0,000 488 3 •j^x';=o,oooo444 

a?^ '=0,000.123 1 yja;^ '=0,000009 4 

Jí'*=0,00003o5 -jÍ5.V^*=0^000002 

ar^ ^=0,000007 6 T7^^^^='=OyOOOOOoi 
s([^^=?=o,oQooqi 9 log,5¿p=3.0;^549 3o&8sai^d98 611 fl^ 



X 
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Ce calcul est aussi exact jusqu^au 6^\ ca* 
ractere qui doit étre 2. f 

FI«s le nombre proposé n , dont on calcule 
le logarikliine est grand j plus la quantke' firao* 

tionnaire ou x approche d'étre Funite ; 

partant, moios la suite qui exprime le logarítlimé 
de n est eonvergente^ et plus il faut en pren- 
dre de termes pour obtenir un méme degré 
d'exactitude. Aussi , la suite logarithmique 

de , h'est-eUe commode'ment applicable 

que pour les nombres mixtes comprís entie 
1 eta; et c'est du calcul desMogarithmes de 
ees nottíbres fractionnaires qu'il convient dc 
tirer les logarithmes des nombres entiers. Je 
Tais^ comme exemple y calculer les logarithmes 
de 2 et de 5^ au moyen des logarithmes des 
nombres i| et i|, ou | et |. 



5"% Exemp. Soit 


_|, x—\. 

\^^x ^' * 


9 =po,2 


* ==Q,a 


«' =so,oo8 


^j^^ =0,0026666^67 


*' 5=0,000 Sa 


\x^ =0,000 o64 0000 . 


, x* —0,0000128 


}áp^ c=so,Ooo 00 1 828 6 


** =so,oooooo5ía 


\x^ s=a0,O0O 000 0669 


f* '=50,000 000 Oflo 5 


J¡.** ^s=;:0,0Q0 OOO OOl 9 




Ipg. ¿=£2X0,202 732 554 1 


*^ 


=0;4o'5465io82. 
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^\Exemp. Soit -=-=|, ar==f. 

^ X X :' 

íc =o,i42 85714^9 ' a? 's=o,i 43 867 14*29 

a:9ab^oo!29iS46]9 |*»=ío,ooo97i8i75. í. . ! ' 

:p 5 =0,000 059 4990 ,-Jjc53— ¡o^ooooi 1 909 a 

itTr=o,ooob6i 21 4 3 •J'a;'r==o,ooóoooi735 

»9=qQ,oooooop248 |ír'=o,pooooopp2 7 

' "• ' ' vlog.i=3Xo,i4384íóS6^4 '. 

■ -> .'-" ' i • fc36yi87 683fé7^«l >' * ^"^ "'' 

Appiicationi. Sóít /Je log. 4, et ^ le íóg. |. 
log. 3 — log. 2=/ log» 2= l-{'l^=x}yS^3}^'^Si3t 

~%.3+2>g.2?^ /log.3==2H-^^i,09§^i^i^^ ^'v 

' \ -■■- r 

. ^yant les logarithmes de^2 etc d^; 5. ,-^ Qi^ 
aurai Íes logarithmes de Icurs pi}is^aaqes^^ejt 
ceuí^^ djp. . tpu$; ^es ,,j^oro^)r^9 cjui íXjOjiji,^, 2\uc.un 
facieur premier,., que 5; et 5.' . ..^,| -^ juj 

*' Pluvia fractitíh' — '-— appvocbe 'fféite' égklé 

li Funlte, plus ,ar esjt petite^ de Ja ^^ plus la 

suite qui expriaie le log^i cst convergente, 

et moins il faut en'prehdre de termes pour 
obtenir un medie de^e d'exactitude.' 

Commé un éxemple de la maniere dont on 
peut calculer .^^^iíjiltaqe'ment les. Ipgarithmes 
de plu^ieurs BOjwbres prerñiers^ jci vaia oalcu- 
1er les: logarithmes des tfpis nombres premier» 
3, 5,5; au inoyen des- fractions ||, ||, f¿. 
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H- ñ= ^ log. 3— log. 5— iog. 5. 

log.ff'i:r_31og. 2— log. 5+2 log. 5. 

log.|i=— 41og. 2+-4log. 3 — log. 5. 

Delá.log. 2= 7log.H-F 51og;ff+.5Íog.|i:. 
log.3=iilog.||+ 81og.||H-51og.M 
log. 6=i61og. 11+12 log. 11+ 7 log.fi. 

Soit poussee l'exactitude dans chaqué cha- 
qué división jusqu'au dmem|3 qeractere deci- 
mal, pour étre assure que,, les resultáis sont 
cxacls dans le huítieme .carfiiciei:e , on trouve : 

en faisañt, x==~-,log.f|=o,o6453&5ai i* 
^= 4^:^ log. f|^o,o4o 821 994 5 

De lá, log. 2 ==^0,695 1473 8 

log. 3=1^098 61 2 29. 
1 . ^[ log. 5=1^60943791 ,.. ' 
done , log. 10=2, 30268609 

-:- ' ^ ' ' ' ■ '■[''''■ \' 

Quaiid on a calcule les lógarithmes des trois 
nombse» d^ 3^ 5', etparia^t^ les logarithmés 
des pviissaáces de ees iiombres el de leurs 
produits e'nlr'elles , on peut obienir prompte- 
ment les ,' lógarithmes ' deS' nenibres premleirs 
suivans , en 'iemploy'ant ¿éíilement le premier 
termé , qu^ ibut, au. plus les ^deux premiers 

'^ , . 1+^ 

termes de kisuite logarithiT^ique de ^^— ^, 

1"— ~¿i? 



Je vais eclaircír cette asserúon par les Ioga~ 
ñthmes des huit nombres premiers qui siiivenc 
les prece'dens. 

a". ii'= lai == lao. f|A; «s= ^. 



y. a5.i3= 335 = 3a4. |f|; ar= ^. 
4-. i7»=r a8g = a88. Hf ; *= ^. 
5». 19»= 36x -=36o.|fi;*=^. 

6*. a5.a5= 676 = 576:|}f; *=tAt- 
f. 3l»=5o.5a+i= 960. ||¿; ar=7^. 
8'. a9.3i= 899 =9oo:f^;«=^V 

í a43. Soient n—i , w, n-+-i , irois nombres 
naturels successifs; nn= '=sr-^ ^ 



1 1 



, log./í — i-4-Iog./H-i ., 1 

Pour pcu que ;^ soil grand, par eiíemple ^ 

au-dessus <Je loo, lá yaieur de -. est infé- 

n 

rieur^ á ^_^^_j et á plus forte raison, 
son produit par a est inferleur á tóooMIoooí 
partant, le second terme ^a. -^ n%flue pas 
siiT le degre d'exactitiude dont on s'est con- 



r 
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tente dans les tablés : oa a done sensiblemente 

log. n— -i4-log. 71-hi 1 
Iog.ií= -2 s 2 1 a. 

a nn 

Soit 7»>ioooo j — < 4oo 000 00? ctáplu» 

forteraisonoX— <4oooüó^óoí O" a"""» «« 

moins dans le degre d'exactitude destables^ 

, loe. wr— i-hloe. n-4-i 

log.7i= -^ 2 . el pártante de 

méme que n est moyen aiithmetique entre 
les deux nombres naturels n-^x et n+i ^ 
entre lesqiiels il est shue ^ aussi le logarithme 
de/i estsensiblement moyen arithmetique entre 
les logarithmes de ees deux nombres. II snit 
de lá j que lorsque des nombres naturels sont 
grands, et en partícülier au-dessus de loooo; 
les logarithmes de plusieurs de ees nombres 
successifs forment ausd. sensiblement une pro* 
gression aiithmetlnque; partant, les differences 
des logarithmes de deux de ees nombres sont. 
sensiblement proporúonnelles aux differences 
de ees nombres. Cette propriete , est la base de 
la construcüon et des usages des tables pro- 
portionnellcs e dont nous avons parle' $ aoi. 
Quand on a calcule les logarithmes des nom- 
bres premiers ¡usqu'á un certain terme , on' 



peut aussl obtenlr prawptemént le logáritlimc 
du nombre, premier suivant. En effet, n etant 
un nombre premier, les nombres ^^-l et n-^-i^ 
entre lesquels il est situé, sont des nombres 
pairs' , ét partant , des múltiples des nombres 
premiers dont on suppose connoíire les loga-, 
rithmesj on de'terminera done promptement 
le logarithme de n dans les logaritlimes de 
n — 1 et de n-rí-i , ^p^r Fequation 

n ==:(nn — i)— = qm dónne x= 



, Je me contente de cette íegere esipiisse de 
la matniére dont on' peut calculer les logá- 
ronles des nombres premiers , et partant aussi^ 
ceqx.des nombres éompose's. On a imaginé 
des procede's tres expéditifs pour calculer á 
un haut degre' d'exactitude les logarithmes des 
grands nombres (1)5 mais je ne croís pas de- 
¥OÍr entrer dan& ees detailsr 

$ a43. Soit a le module du systcme des lo-* 
garithmes tabulaires^ dans lequel le logarithme 
de 10 est 1} on a, log. tab. ao=¿í log. nat. 10, 
ou, i=aX2,3o2 585o9; «=5^35^515^ 

^ mh^ ■ 1 1 ■ - ■ ,111 .■ . I ■* ■ I ' • ' I r' i 

. (1) Voyez en partículier ks .profondes Recherchcf 
Ae Mr. le Prof. B:^rtrañd : Dépeloppement nouveau de 
la parlfi^ \éUjp,entaire des. mathéma fiques^ 
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=^53^^TO§=«>,^34 30448. CestJá lemo- 
dule du systéme tabulaire , ou le nombre par 
lequel on doit multiplier les logarithmes na- 
turels:pour ob.lenir hs logarithmes tabulaires.. 
Le module tabulaire etant dptermi^e', .oa, 
pourroít cop^truire iminediatement les lojja- 
ríthmes • tabulaires. En multipliant 09 module 
par X , c'est-á-dire , en 1? divisant par le de- 
Dominateur d^ la. fraction ( ayant pour Totume- 
raieur FunUe) ciui exprip^.Ja^.yaleur de :* , 
On obtient le premier ternfe de la suite k 

laqudle est egal le lójgarithtne dé — — ; et 

on obtient les termes .i^ulvans en ope'rant sur 
ce premier terme et sur les quotiens succes- 
sifsde la memé maniere qu'oria opere' dans 
la* supposiddn du module e'gat a Funlle. 

'"'1-4-Jc ' *' * 

Ex. Soit =:|- ou X:=A, 

aXx =^a =0,086858896 , ax =0,086858896 

«X*' =26^* =0,003474356 ^*'=o,ooi i58 119 

aXx^ =^^ar'=o,ooo 1 38 974 \ax^=6 yooooaj 796 

aXxf ¿=:^ar*=ojooock)5559 :i'ax^=o,ooooo0794 

aXx^ =>Jja4p^==o,oooooQ222 ¿ax^=o,ooooooo25 

oXjr^^=3'gajp'=o,ooooooo09 j^ao;^ ^=0,000000001 

■ ' log;tab.| =2X0,088 o4563o 

=^0,176091260. 

On a en effet dan$ les tables , log,5=o,j 76091 3^ 
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í 344. Apres avoir developpe la question^ un 
nombre etant donne, trouver son logarithme; 
je passe á la question inyerse , un logarithme 
etant donoe trouver le nombre qui lui cor- 
respond. Cette question trouye dans les e^c^- 
mens des applications moins frequentes que la 
precedente ; mais son importance dans Jles 
parties superieures des mathematiques m'en* 
gage a la faíre entrer dans ees elemens. 

Soit e le íiombre dont on regarde tous les 
jDOmbres comme e'tant des puissances , de ma- 
niere qu'un nombre propose soit une puis* 
sanee ^ de ce nombre. Comme e'si lorsque 
jr=o ; si ^ est une foncüon entiere de x^pn a: 

«'^l-f- ax -f- ¿a;'-h cjc'-h cíar*-+- 

^*=i-+- az -H hz^-^ cjz'-h cÍ£*4- 

Soient divise's les deux membres par x-z y 
on obtient, 

Gétte equation est independante des yaleurs 
respectives de x et de z j done , en particu- 
lier elle a lieu lorsque *=z. 

Alors, 



Alora, o+a^jT-f 3c5F3-f.4Jx'+ =ttX«« 

Soient egales lermc i térme Íes cocffidlena 
des puissances semblables, on obtient a quan- 
tite indetermineeí dans laquelle les cocfficicm 
suivans sont exprimes^ c<>inme U süit : 

3c=a5^ £*±í: ^a^ 

1.2.5 



i.a.3.4 



Le nombre e est appele' la base du systémé 
logarUhmi^ue dont on s^ocoupe , en tant qúW 
nombre qüelconqüe est regarde oomiue e'táni 
une puissaúce de Ce nombre ; le systéme 
correspondatít á la süpposition tíf=i , ésl U 
^ysteme néiturel; sa base ast doñear 

Tome 11 R 
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i-f-iH 1 H ;r-7-|-. . . Comme 

i.a i.a.3 i.f2.ó'.4 

son usage est tres frequent dans les cakuls 

^superieurs aux ele'mens ^ je vais developper 

son expression^ en poussant Texactitude jus- 

qu'á neuf ou dix caracteres. 



=o,5' 
-Í^=o,i66 666666 7 

1.2.3 ' ' 

— l-=o,o4i 6666667 
-i^=o,oo83533535 

a. ...5 ' 

-^=0,001 388 888 g 

-JL- =0,000 198 4i a 7 

— i^ =0,000 oa4 801 6 
1....8 ' 

—i- =0,000002 7667 
— — =0,000 000 2766 
— ^ =0,000 000 0260 

X...11 ' 

-i--=o,ooo 000 ooa 1 

,00o 000 000 3 



**"' ^=3,718381828 5 

$ a44. La question sur la nature des loga- 
riihmes des quantites negatives a ete agitee par 
les mathematiciens Ifes pltts célebres ; jusqu'a 
ee qu'EuiiER ait leve' toute incenitude a 
cet egard, Comn^e elle peut etre décidcepar 
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l'application des formules de'veloppees dans ce 
chapitre , je fcrois devoit faife celté applicatiün. 
Dans la formule : 



" 1 — X 



l-X f 



done j log. y^- i=s3K-i (i-i 4- j- f -f- . . . . . } 

et log.-x=alog.K-i=4K-i(i-i-H-f +...)• 
Partant, log. — i est afiecte' du facteur ima* 

ginaire l^" — i ; done j ce logariihmé est ira- 

possible< 

se -(i-t-— )} done, 

. i+zK-i , 1— ¿¿ , < . , 2¿i^^l 
W — =log. — - — +log. H í 

, Í2¿J^-1 , 1+ZZ , , l+zK-l 

etlog.iH =log. -; ^-log. — T-r—. 

sclog, ~^ +aK^ 1 (í- iz'H- i z«- i z'^-.. . .). 

R 3 
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Soit a-4-6>/" — i==a(iH — y/' — i) une quan- 

lite imaginaire propose'e. Soít fait -= y 

a i-zz 

V^(aa4-bb)-a i+zz t/'iaa+bb) 
«^ ' 6 ' 1 — zz a ' 

oa aura : log. (aH-ij/" — i)=Iog.]^(aa-h5¿) 
'6 ~^( b ) 



Ot ($ 187), tqjiie quántite imaginaire ( in- 
dependante des logarithmes ) est reducüble 
a la forme n-^k-^}/' — i ; done aussi le loga- 
mhme d'une quantite imagiñaire est une quan- 
tite imaginaire qui depend seulement de y^^i. 

Remarque i". On prouve que la sutte 
z — ^jg'H-^Js'^— yjz^-t-. • . est la valeur dW are 
de eercle dont la tangente est z dans un cercU 
dont le rayón est Funite'. 

Rem. 2**. Lorsqu'on fait = — n; on 

obtient a:= , et partant, ar]>i. Donc^ 

alors le developpement de la fraction 
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en silite ^ donne une suite divergente ; et la 
suite a;4-3íc'-+--^x*4-}-x^-f-, . . e*t áu$sl diver- 
gente ^ ou des son origine^ ou aprea quelr 
ques-uns de ses termes. Partánt ^ oa ne p^u4, 

lien en conclure pour la» valeur delog. -"^—^ 

ou pour log. — n. On ne.peut done pBsappli- 
quer immediatemeot les formules logaritbmi-* 
ques aux logarithmes dea quantítes pégadves; 

§ 246. Je vais appuyer ce qm préeede sur 
les logarithmes des' cjiKinüte's negatives^ par 
des CDoside'rations tire'es de la nature do . cés 
quantite's et de celle des logarihliñes. ; . . 

On ne peut pas diré qu^il existe un rap^ 
pprt entre les quaotités dites positives et les 
quantites dites negatives. 

Deúx quantites sont appele'es de m^me na- 
ture ou de méme espece y lorsque Tune peut 
etre re'pe'tee assez souvent pour surpasser 
Fautre- Or , quelque nombre de fois , qu'on 
repéte ( dans le sens propre de cette exprés-^ 
don ) une quantite negative j c*est-á-.dire , 
quelque nombre de fois qu^on Fajoute á clle- 
méme y on ne peut ni egaler ni surpasser un^ 
quantite positive ; partant , les quantites ainsi 
appelees positives et négatives , sont des quan.- 
ütés d'especes differentes. Or^ la comparaisoqE 
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de' detix quaiítiiés póur savoif combien #e foi» 
Tune oontifebt Tautre , ne peüt avoir lieu, 
t]u'£^tañt ||ué cesr deu}[ quanth^s sont de méiue 
^p^oe; et le resdiat de^cette comparai&on ou 
l'ráposant ^u rapport est un rippibre abstraít^ 
let— partant poátif. Done , les quanlites aínsi 
nbmmées positives ¡et nágatives sont telles , 
«ju^elles ne peuvezit pas étre comparees les 
unes!, avec les autres,>ou qn'elles n'out pas 
derappon les unes aux autres^ Mals, les lóga- 
rithmes sónt les tnésureB dcs'rappoxts ($ 199) ) 
dcmo^> le»'Iogarithmes des quantites dates ne*- 
gatives n'elistent pas^ ou sont impósslbles. 

' Eorsqü'ón a pris le rapport.de 1 á -f-^ póur 
leí 'rapport londanitentaí rf'ÜTi systeme logarilh- 
míque , et qu^on prcrid Ibs i'á^ports successifi 
áé'ekeñ^ñé ¿^ áí^^] de'^' i ^* ... de e^^ k e^ 
■tbüs fe'gáñx á celui de 1 k e pour compaset 
le rappórt de 1 á e'*, on'tie peüt introduire 
diaria cetté sulte de rapports que des quan- 
tites du hiéme signé que e et partant posiüves. 
Ainsl ,4 dans un systeme logarithiriique , on 
ne peut pas assigncr le nombre des rapports 
cgaux aü rapport fondatuental, qu'on doit 
prendre corome composans , pour prodtiire 
comme compose le rapport deFunité á une 
quantite negaüve. 
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Toutes les operations de Farithmetique se 
ramenent á raddidon et_^á la soustraction. 
Quoique, pour la commodite des cakuls , il 
ait pu convenir aux mathematiciens de joindre 
les signes des operations aux qüantites sur les- 
quelles ils doivent les exócuter, on ne sau- 
roít regarder comme composant deux classes 
distiDCtes dfi qüantites les combinaisons des 
qüantites abstraites avec les signes des opeVa- 
tions i. exe'cuter sur elíes. ^ 
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Dans les questions qui p^uvent dopu^r li^u 
au cbangement de signes dq$ quantite's cher- 
chpes , Qn n^est jamáis appele á comparejr 
entr'elles que les qüantites pre'ce'dees df^ii 
m^me signe;* en sorte que, si Pun des deu^3^ 
termes d'un rapport changjB de sigjae ^, Ifautr^ 
chánge en méme tems de sign^ ( voye? ^ prar 
exemple , f 3o , Rem. i" et a^* ). Tomes Iq^ 
qüantites^ considerees abslraitement, j^pnt po^^ 
sji^Yes, et ce n'est que relallv^meijit a I^vvtj. 
appliqations ^ á leur influence daña les rela- 
üons sociales, et pelativement aux e,tre^^ iqi^ 
telligens qui s*en occupent, qu'elles changent. 
de signe , et elles sont appelees ne'gátlves , par^ 
opposition au point de vue sou& lequel elle» 
íiont appelees positives. 
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tJHAPITRE XIX. 

Sur les fractiofi9 continue^k 

$?47.ÍJne fractio» continué cst une e^presi 
sion fraciionnaire dont le de'nominateur est 
un nombre mixte; tel, que le denominateur 
de $a partie fracUonnairé est aussi un nombre 
mixte } 4^ maniífi*e que la partie fraciionnaire 
de ce derni'er a aussi pour de'nomtnateur un 
nombré mixtej et ainsi de su¡te« INTous nous 
Occuperons seufemen^ des fráctions coutinuesf « 
dont Iteí íiumerateurs sucéessífs sont Puniíe j 
¿Olí parce que ce sont celles qtd se presentenf • 
le plus souvent ^ soit parce^ qu^i! cst aisé d*y 
raméuer fes autres. En conse'quence, nous 
pouvons repre'senter ees fráctions conformad 
ínent au tablean ci-joÍnt , a, i, c, dy e^ 
etant suppose's des nombres entiers« " 
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§ 248. On peut taujours redüíre une fractioa 
vulgaire en fraction continué. En eifet, soient 
divises les dcux termes de ta fraction pro- 
posee par son numerateur ; s'il n'entre pas nú 
nombre ender de fois dans le denominateur^ 
le denomlnateur de la fracúon e'gale á la pre^ 
miere, re'duiíe á avoir pour nutne'rateur Funite', 
3era compose' d'une partie entiére qui est le 
quotient de la división du premier denomina^ 
teur par son numerateur, et d'une paitle frac- 
lionnaire qui cst le reste divisé par le pre- 
mier mimeVa teur , On reduira de meme cett^ 
partie fractlonn^ire a avoir pour numeVateur 
l'unité ^ en procódaot sur elle de la inéme 
man^ier^ que sur la premiere ,. et on- conti'-f 
nuera de proce'der ainsi ¡usquli ce qu'il B^y ai^ 
auciui.rpte. Xa fractioa vidgaire proposee 
sei^a sánsi r^/duite eq. yne fraciion pontinue 
(erminéet • , 

H suít de lá , que le procede* par lequel 
on cherche le plus, grst^d dlyiseur commun 
des deux termes dCune fraction , est aussi celui 
qu^bn doit employer pour reduire cette frac- 
tion eiÉ> £ractkM <:ontititte; Les^^ denominateurs 
suceessí^' de la fraction- continué sont les qucr- 
tiens qu'on obticnt eñ exécutant la premiere 
P|ieratioi:i« 
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Les dénominateurs successifs, 2, 5, 4, 5, 6^ 
sont les quotlens qú'on obtient quand on fait 
sur les nombres 4^^ ¿^ 97^ ropcratíon par 
laquelle on reoherche' lenr plus grand divi- 
seur commun. 

§ 349. Réciproquement Une fraction con- 
tinué etant proposee , on peut lá reduire en 
fraction vulgaire. 

Ainsi, soit ealculee la fraction continae 
préce'dente jusqu^á son premier de'nomina- 
teur 3, on obtient 5. Cettc fraction bal cule'e 
jusqu'a son second de'nonominateur 5^ dontíef. 
Cette fraction calcülé'e jusqu'á son troisieme 

denominateur ^ , donne . T=^ 3o . Cette frac- 

tion ealculee jusqu'au quatriemé denomina- 

I _68 

teur 5 , doñne , 21^ ~ 157. Enfin^ la fraction 

I 4ai 

enUere est i3o~973. 
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Pour saisir la loi suivant laquelle proc^dent 
Jes fractions vulgaires provenues d'une frac- 
tioa continué y soient designes par 

q, <i y ^\ 5^"' 9*^"^ q!^'^y <t> les denomi-i- 

nateurs successifs de la fraction continué, et 
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^ a a a a 

soient-, -, ^, yr^-'^,y -gr^ > J^> 

les fractions vuIgaírés' successives provenue» 
de cette fraction reduite jusqu'á ees denomi* 
nateurs respectivement. Ona, ' • « v 

Dans ees fractions ^ les premiares de celles 
qui provienñent de la reductloñ de la fraciioii 
€onünue , les termes des deux dernieres sont 
respectivement les produits des termes cor- 
respondans de la fraction pre'ce'dente, parle 
denominateur correspondant de la fraction 
conüñue, augmentes des termes correspon- 
dans de la fraction Vulgairie p^nulti^me. Pour 
prouver que cette loi a toujours liéu ; je vals 
prouver que' si elle a lieu pour une quelfeonque 
des fractions, elle a liéu aussi pour la süivante. 



i68 El^meks b'Algébajb, 
ooit done , — =: • 

i affirme que , — — = 2— . 

En cffct , la fraotion — devient la fracüon 
o" 

r^^ lorsque dans la premiere oh substitue 
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Pártante laloi de formation etant suppose^ 
vraie jusqu'á la fractíon repondante á un cer- 
tain denominateuF de la fraction continué, 
.elle est vraie pour la fraction suivant¿; et 
partant, pour toute la suite de ees fractions. 
Pour rendre cette loi applicable méme aux 
deux premiers termes de la suite, ón a cou^ 
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turne de la faire preceder des deux symboles 
fracüonnaires ^y j. 

§ 25o. Soient príses les diffcrences de deux 



a a a a 



fractions succesáyes j 7 , tt ^ 77^) Tm • • • • • 
o b o Q 

^ a el 1 q la' o'' 

€¡ yV-+a _ i_ <¿^ '^ 

"= ¿^' ~ ¿VH^^" "^"^¿^6^' • • • *^" ^*'°*''^' * 
qu'on ait demontre que ^^ -JL^±-l-¡ 

a" a"+» _ 1 
j'affirme que ^— ¿qp, =+¿;¿qrx- ^n effet, 

Savoir y la difierence de deux fractions vul- 
gaire$suocessivesproTenues d'une fraction con- 
tinué, est egale ¿ une fraction ayant l'unite 
pour nuraerateur, et ayant pour denominateur 
le produit de leurs de'nomlnateurs, cette dif- 
ference etant alternativement en plus et en 
moins. Chacune des fractions qui occupent des 
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places paires ) est plus petité que chiicUDe des 
deux fractions entre lesquelles elle est situe'ej 
et partaot, au contraire , chacune des frac- 
tiotis qui occupent des places impaíres, est 
plus grande que les déux fractions entre les* 
quelles elle est situee. 

Ex. Soient les denominateurs successífs de 
la fraótion continué ^ a, 3, 4^ 5 , 6. Les 
fractions vulgaires qui en proviennent sont 
1 5. 15. Ji-, *ai On á 1-1— -J L- 1-11 

^^ J_.13 JJ.=:J 1 ._ÍJL ISl L. 

*="'7-30 ' 30*457 i 30.4 57 M 67 " 975 '"457«975' 

$ a49* CoroL i". Chacuüe des fractions vul- 
gaires provenues d^une fraction cbntinue^ est 
reduite a ses moindres termes* 

Cor. 2*. Deux fractions vulgaires succesHves 
provenues d^une fraction continué, ont leurs 
termes correspondans premiers entr^eux. 

Cor. 3™*. La difference de deüx fractions 
vulgaires successives, provenues d'une fraction 
continué, est moindre que la diffeVence de 
Fuñe d'elles , a une fraction composee de 
termes respectívement plus petíts que ceui 
de Faútre ( sans avoir e'gard au signe de cette 
difference ). A plus forte raison , cette difie-' 
rence est plus petite que celle de deux frac* 
t,ions compose'es de termes respectiveínent plus 
petit$ que les leurs« 
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Cor. 4"". Soient ; et — deux fractions 

fiuccessives, proveoues d'uoe fraction conüaue; 
on a: a*-^6» — ^a^6**"*=4:i. Partant, deux 
nombres premiers entt'eux á^ et 6^ etant pro- 
pose's, oa determine des múltiples de ees deux 
nombres qui difierent entr'eus d'une unite. 

Scholie. Dans le chaj^itre V"*. % 55 — S'j y 
nous sommes parvenus au méme resultat, par 
un procede qui paroít difiereut de celui des 
fracdons continúes ; mais il est aisé de montrer 
leur analogie 9 puisqu'ils ont l'un et Fautre 
pour base la rech^rche du plus grand diviseur 
commun des deux nombres dont on cherche 
les múltiples ayant la difierence proposee , et 
qu'on fait des operations semblables sur les 
e'lemens dont cette base est compose'e. 

$ 25o. Puisqu'on a la suite d'e'quations : 

tí^ — * o* 1 

=+-; ;- : on determine la 

difference de cette derniere fraction , a Tune 
quelconque des prece'dentes , en une suite de 
fractions pre'ce'de'es 'des signes alternatifs -+- 
et — , ayant pour numérateur Funite' , et ayant 
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pour denomlnateurs les produits des denonu- 
sateurs de deux fracüons successives* 

Ainsi y dans Fexemple da § 348 ^ puis<jue 

5 "" 7 ~" áüy' 7 3p"""^7.3o * 3o 167 "^^ 3ÓJ57 » 

167 97a"" i5fj»gj!x '3o 97a 3o«iÓ7 idj^gyar 

421 3 1 , 1 , 1 

972 7 7.30 30.157^^157.972* 

1^^421^^ 1 i . 1 1 

a 972 2,!/ 7.50 '3o. 15/ 157.972* 

Eoge'néral,- — — - 

$\a5i. On peut aussi exprimer cette diffe-* 
rence d'üne maniere plus commode ^ en in-* 
troduisant les restes qu^on pbtient par la re- 
cherche du plus grand diviseur commun des 
deux termes de la fractlon k re'duire en frac- 
tion continué. 

Soient ees restas successife, r, 7^5 /•'', r"',r»-"^r*^** 

^ a^ 1 r 1 

í+-, í'+p 

r 
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^ 1 r«-> 1 



.;: ..•■-fr.-.;! • '. , :. . / 

— = :^ .iirur- ii/ 

./Savoií*', la difference 'dé la valeüi^ cbül- 
jplete cié la'íraCUOQ GontiDué ¿t ide I^uné oúel"» 
Conque oes fVactlóns preceldéntes j^ esit ^gfale 
a une iraClión ,^ qui a pour numerat^ur Je 
feste correspondatit a cette aermeré , et qiu 
á póür aenomiiíatéúr le produít des deux de- 
nommateurs; el cette dinerence ést alterna'^ 
tivcíüeó't eíi plus et e¿ «noins. ^ ''' 

JSiríPoutlafractionlf^óna >. > ^> 

97a 157 ""*" 157*973* 97a , 3o~ 3$^** 

— — ? — - J-,l!— ^ai ^ \ _^ i3o Y r 

972 7 "^""^ 7.97a' 973 "^í™ 3.973' ^«strac- 

Towé? //• S 



ttons prqyenues d'uae fraction contiiiue sont 

, altemaüvemeiit p|ius petités et plus gandes 
quQ la val^ur totale de la fraction' continué, 

suivant qu'elles occupent des. places paires 

ou des places impaires^jTjeq sorte qpe celle 

valeur est moyenne entre deux fracüóns süc- 

cessives de la sulte des-íráttioBS-qüi en pro- 

tieoaent. -' - ~ 

$ 262. Lor^q'ue dans ia süile des cpiotieQS 

successifs q, q\ q'\ 9'"^. . . íl en est quel- 

qu^im egal á Funite j c'est une .marque que 

dans la dimisión precedente, le ve'ritable quo- 

lient apprpcfae du nombre supe'rieur d'une 

iipite au quotient que Fon a pris, plus qu^il 

n^approche de ce dernier; alors^on^peut aug- 

menter ceíui-ci d'une ünite, ce qui rend la 

suue des iractions obtenues plus promptement 

cp¿verg"ente vers la valeur complete de la 

íractiop continué. 

JSx. La fraction ^ donne lieu ^ aiuf quo- 
tiens successifs, 3, 1, 5; 4, 1, 5. ffi =2+711; 
%=^i+f|. Soit fait f|i=3-.^i W==?4+^; 
¥=-í^+f, f=i+iV soit fait f =5-1} 

o— — - 
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Les fractlons provenues des premiers quo-» 
ticas sonlsuccessivemeut, 5, i, 1^, Ít> fi> jff í 
sulvaot la secoode maniere cPope'rer on a seu^ 
lement íes fraclionS| i> i^^ fi> iff ; on omet 
les fracüons ^, ^, qui répondentdut deno- 
minateurs qut precédént les dénOpainateurs 
egaux á runíté* 

La suppression de l^iinite' dans lajsuiití des 
dénominateurs de fa fraction contiaue se fait« 
es atigffieotant d^une unite. chacun' des' deV 
nominateurs enive lesquels elle est situe'e, et 
en , les sepam^t ^r Je ^»e -^^ : en -eflcl^ 



a-|::-iL a+t-^^ j^et re'dpi^qútiii^ébti la 

suppression du signe -^ qui sépate denx tef mes 
successifs d'une fi^actioii continué) se fait^ en 
d^niitfuamt d'uné i^iuí les denoúiilíatéuf*» se- 
pares par^, ce^figtíei^, et,,f^n lnet^^t eatx'eus 

Soicnt 7— r-rj — ,i fir:- , trois fracuops suc* 

cessives,. dont les detin- demier^^ r^pondent 
aui quolíens -f-j^ i «-^5^?+^ i ')^»ffi^'íñé que 



., Eiíeffet, — ^ = \ : 

j^arl^at^.Lés differences des trqié fractions suc- 
cessives T;;;:;ri > i;^ IlíZi > <^nt le meme signe. 

-venfrei <Ptitte fractioii continué, ne sont pas 
les seules qui jouissent de la proprieté i|ue 
la diffe'rence de deux fracitaons voisines est 
l^uhíte sur le produkidé leurs denominateurs, 

cessives, provenues.d'úne\%fFaclion continué; 
et soit 5^N+» le denominát0i»r" correspbndaüt 



a" 
termes de la fraction — , et des prodtrits de^ 
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.. . a'^*^ 

a la dcmiere : des termes de celle-ci v-t- 

soient retranches les produits des termes de 

la precedente — par les nombres 

1,3, 3 . . . q^'^^ — 1 ; les fractipns. tpjí en 
proviennent sont intercalees entre les fractions 

T-, T-rr í 1®^** nombre est iáferieur d'une 

uniíe' au denominateur jr*+' : les termes des 
fractions intercalees sont aussi lea spmoies des 

termes de la fraction. r^^p^^ l^s no^lbres 

1 5 3, 3, . • . 5f^+^ — 1. La díffeVence de déux 
de ees .fractions , est Funíte sur le produit 
de leurs de'nomih'ateurs. En effet , soient 

Trr ;— ef 7—- ^— deux de ees frac- 

tioi^ intercale'e^, le numerateur de leur 4ifie- 
rence est (mW) (aí^+'i^-a^é^+O —±(m^m') 
(5a5o^j partant, si m et m' differeqt d'une 
tiniie', cette difference est constamment +1. 

Les fractions proyenues immediatement de 
la fraction continué sont appelees/>r¿72czpa/e^^ 
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les fractlons intercalees sont appelees secón* 
daireSf L'assemblag^ des fractions principales 
et des frac üoiis secoodaires , forme le sj^ 
leme cooiplet; des frai^doqs convergenles vers 
la valeur tot^le de la fraciion continua , eñ 
Wraiesplits pelíls que ceux de la fr.action egale 
¿ pétte. déei^iere. 

J0X. PenooiinajLeurs successifs de la fraction 
cominue; a, 5, 4, 5, 6, Fractions vulgaircs qm 
ch'províennent j ^ > f) M> 1^> TTr ^uite com^ 
pl^te des fraetions principales et des fractions 
secondaires Í- i ^ ?• i J- iH '' - 1§ 1? 

42 55 ^, _8JL <4d 247 21^ 2553^ ^. 
S7> 427? i57' i87J 3TJ> 50^> 658 > 816» 97» 

Dab^ cette sujte ^ la differeiic^ de deux frac^ 
tions voisines , . est Funite sur le produit de 
leurs de'no^inateurs ; d^ maniere que le sigile 
de^^ette difference est contraire au signe de 
la dilTerence des fractions principales entre 
lesquelles elles sont intercaleeé, eq prenapt celsí 
differences daús un méme seas. 

§ 5254. Aux éxercices proposfeV dansle ch. V**; 
§ 56, qu'il convient de traiter aussl par lee 
fractions continúes , je vais* en jbindre deux 
cutres tiré's du chap. XVIII. ' 

Nous avons trouve ( § 345 ) que le module 
du sy&teme des Iqgaritbmes tabulaires est 



o, 434^9448* On deman4c^ les fpaoiions yuji- 
gaires qui approcheQt de cettc fracúoa de- 
cimale; 

Comme les fractions vulgaires provenues 
d'úne fraction continué ont leurs teripes 
d'autant plus grands qü'elles sont plus eloi- 
gDees de la.premiere, et que leur usage est 
d'autant moins commode que leurs termes 
sont plus grands ; il me suffira pour les appli'^ 
Gátions de calculer les hiiit premieres de ees 
fractions* Les buk premiers quotiens auiquels 
doniie lieui la fraciion looooo^óS <I^a»d ón 
rediercl^e le plus grand diviseur cómmun de 
ses termes, sonti áy 5, 5, ^yi^a, 5$ 6. 
Les fractions vulgaires qui en proviennent sont 
les suivantes. 

|=o,5oooooo f=o,4a8 671 45-*- 

i|=p,45478a6 . f|=o,434aio53— 

11=0,4343454 ^,==0,434 28571+ 

1^=0,4542945 ii§|=o,43429446 

Les lógaríthme^ tabulaires sont plus grands 
que les y ou ^ des logarithmes naturels; 
mais ils sont plus petits que les ^ ou -^ de 
ees log^Mrithmes. 

•La premiare des fractions se^oadaires inter- 
calées entre ^^ ct ff , est^=o,4353335... 
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dont la differcncc^d'ávec la fracúótí próposec 
cst 0,00096. Partant, les logaríthmes tabú- 
laires s'eloignent peu d'étre la somme da Úers 
et d^j^ des logai^ithmes üaturéls. 

Daos Je ^ 344 nous avops trouve que la ,base 
des logariihcDes naturels e^t 2,718281 83 — . 
lies huit premierá quotiens de la fráction con" 
linue, provenue déla fracúón ^¿¿ gpo q oo> ^^^^ 

inrtxl' |tsrÓ,666 666^7.... 

■. |=±:o',73 f=ro,^ii4fl857r-*.. 

§1=0,71875 . . ; ||«bj7Í79ft8t^.*.* 
4^«¿Oj7i85o986.„ |f-*=Oj7i8a7983*... 

La fraction ^f intercale'e entre || et y, est 
0,7 a dont la difierence a la fraction proposee 
cst 0,001 718 17, ' -' - 

Autr. ex\ La valeur de la demi-cirbónfe'rence 
du cercle dont le rayón est Tuñité , approchee 
jusqu'aux looooooo"*', ¿tant 5,1416926: 
on demande les eipressions. approch^es: de 
cctte valeur en fraction? vulga^rjBs. .1 . , . 

$ ^55. Pármi les fractions cofatiiuies, jé áfííis 

dcvoir faire remarquer ceiles qut sont tomr- 

posees de termes qui reViennent.'l«s. méines 

.et dans un meme ordre:- pn les;appell6 a 
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cause de oela periodiquea^ -Les fraictío/is epn- 
^ues pmodiques ont tuoíe límite qu'on peut 
toujours assigner : je' vais d'abord développer 
celte proposition sur quelques csís simples.' 

1^1 Cas. Que la peñode -soti composee d'un 
seul terme. _ 

Soit ar= — ^x ' z=«+~i =«+*; 

a+ * «+— 

XX"^X=^1 2 «= } la limite de 

la fraction continué propo$ée , ou s^ yaleyr 
si elle pouvoit é^rc termii^ee y est done , 

JBjf., Soitiz=i } la Hmitie jQsti — ;: n j Je )a^ 



a 



-.i 



les valeurs approcheeá de ' sotft y 

i i 5 S J. 11 21 ' ^ 

1> 2> 3> 6> 137 2W-54: •••• 

Soit ''a=i=2 j la finjite est 1/"^^ j lé¿ valedrs 
wceesñvement approchees de p/fd — i sont.. 

i 5' J_' 12' ¿t '^ '"'^ '■ '" ■'"'-'- -^''-^ 



29 $9 42>'2Í9 70 

2\ C^^ Que la peViode soit composee de 
Aettx tennes, - -i--:: j - 



' i*. Solt x= -~ I j -=¿+7r * 

©"T • •• . 

Ex. Soit a=i, 6=13 i x=— ^ — ^ =^5-1. 
Valeurs successivement approchees de |/^3-i , 

L I 1 4, di 50 

3. 5oit ar= — % ; -=*"* — ^ 



X 



Jt 



i+I- 



-*+T- 



1 - 11 . h-h^x 

f/'(aa^ft-+4)-»(g&— fl) 
" aa 



iráciíons sücclessives, }, ¿; f,'|, |, f , |, |, f , ií 
T» I' TiJ'" T" »ont irámenéésVl, f, |, f", 

1,12, fi,,„ Soit a=i, 6=35 as;=r^^>^a. 



Ch A P I T RE XIX; 385. 

On a la suiíc d?s fraciions j^ hhíyh^^ 
íIj f? 5 • • • • conyergentes vers 1/^2. 

3"*. Cas. SqU Ja perlode cQmpoaee de irois 
termes. 






• • • 



pex(alh^l)'+'x(a — 6H-c4-a6c)=5c4-i ; de \k^ 

Ce$ e^emple» tuffiseot péiur montner qiíd la 
Yaleur d'ime fraotion cótiánue pcfríodique de- 
peñd de la sóludon (fuñe equatión dú second 
degré ^ quel que soit le nombre des termes 
dont chaqué pe'riode cst composee. En effet ^ 
tant qu'on n'a pas epuise la preoiiere pe-^ 
ñode , on^obtient au premier membre des 
fractlons dontles termes contiennentnnconnue 
éley^'e ;aett!eiBej!^t & la premiiere puissance.Xf 
derni^rc de ees fracdons etant egalee aune 

fraction de }a forme ( m e'tant le derr 



%B^ 



EXiÉMEKS B'ALadsfin^ 









1^— a* 



«+ 



b+ 



ax»+abx=:h¡ ocr=z 



I/"(q¿(a6H"4))— a6 



2a 



jBar. Soit a=i, 6=25 x=— 1— ¿- =p^5-i. 



3 



Valeurs successivem€nt approchees de J/'S-i 5 



i- 5 1 8 ü 50 



2*". Soil ar= — , 



; i=«— í- X 



-~ « 



-»+• 



C ■■.■ -j < I. ■, 

«(6+*) 



af== ü .* 

sa 

iráctíons süccfesslves, \,^; f, |, f, f , |, |, f , li 
^, |, fj, . . . qyí sont ramenéés á |, *, |, |"i 

■•■'■■■■ ■•■ ■-■' ■-•: ■ ■ '■ ' i/s ' 

3 



Cha PITRE XIX. 285. 

On a la suiíe d?s fractions {> f j |> |> Ij-t^ 
ílí f? > • • • • convergentes vers J/^a- 

5"*. Cas. Soit ja període composee de irois 
termes* 

=iMn ; : - -T-f& 1 — r^-] ¿css ■ ■ ■ > ». i . ; 

A?ar(a¿-f-3L)-+-af(a — 5-+-c-ha6c)3=íc4-i ; de Ik^ 

a(a6H-i) 

Ces esempW stsiBsent péur montrer qtfd la 
Yaleur d'ufie^ FrACtloii cdtibnue periodique de-- 
peñd de la sblmion c^Pune ¿quatión dü second 
degré ^ quel que soit le nombre des termes 
dont oliaque pe'riode cst composee. Ea effet y 
tant qu'on n'a pas epuise la preo^iere pe- 
Tiode , on^obtient au premier membre des 
fractions dontles termes contiennentFinconnue 
elev^'e cMttleme^it & la prenúibre puissance.Xífi 
dernierc de ees fractions etant egalee aune 

fraction de la forme ( m e'tant le derr 



t 



. ' «^ — « * ^■;^ 

J5a?.Soita=i,&=ajJi?=— i^ — í- =K3-i. 

Valeurs successivement approchees de 1/^5-1 ^ 
1 I 1 « di íS 

2> ?J 7> T?> 56> Tt> • • • ? 

a*. Soita;=— , ; 1=« I 






I * • H-ir 



1 - 1 X . i-ha« 

r^"vt • ■ - - -- Jtefc'»*— !-• 1 1 I ■ ge ■■ ■ ■ ■ 1 .. . 

' 2a 



^«Soititei-^&F^ jca?: r^-^--; pn obtient lea 



¿ 1- 



fráctíons sücc^sives, f, ¿¿ f, |, |, f , |, |, |, ii 
T» V fs > • • • T" *^^^ ramcneés á |, f , |, fi 



Cha PITRE XIX; 385. 

On a la suiíc d?8 fraciions |, f, |, |, |,^, 
^, 77, . . . . conyergeAtes vers J/'a. 

5"*. Cas. Soit Ja periode coroposee de irois 
termes. 

Soit *=«77-T ; í=^-^x * 

. M'— t. ,; * , ÍH--I- 

Ar;r(ai-f-3L)-4-a;(a— 6-+-c+a6c)=:6c+i ; de ^á^ 

Ce» exeaif^M titf&ent póur montrer qtfd la 
Taleur d'uBe fraotion cdtiünue pe'ñodique d^-^ 
pend de la soluüon d'une ¿quatión dü second 
degré f quel que soit le nombre des termes 
dont cliaque pe'riode cst composee. -£a effet , 
tant qu'on n'a pas epulse la preoiiere pe-> 
ñode y on ^ obtient au premier membre des 
fractlons donlles termes contieniientrinconnue 
eleY«e .MttletBe^i^t & la premiibre puissauce. Xf^ 
demierc de ees fractíons eiant egalee a une 

fraction de la forme ( m e'iant le derr 






€KJpjip-+-a&a&=ft ; x= 



2a 



• |/*f ji gua- 
yar. Soit a=iy fc=,ai Jg= ^ ' ^ =K5-i. 

Valeurs successivem€nt approchces de J/'S-i 5 

i. 5 3 8 4Í so 

. ■ . ' 1 ^ 

a. Soiix= — , ; --==» I 

f. I - tf— • • • 

fl -"■ • • • 

1 - 1. X . i-ha* 

"^^ l+x' x^br^-x x(b-^x) 

f/"(gtf¿6-+4)-»(ig&— -a) 
aa , V 



firáctíons sücclessives, f, ¿¿ f, I, |, f , |, |> |j si 
^, |> ff > • • • ^^i *o^^ ramcnéés'á |, f , |, ff 



Cha PITRE XIX. 385. 

On a la suiíc d?s fracüons ^9 hhí^h^^ 
^, fy, . . . . coDTergejQtes vers 1/^2. 

3"*. Cas. Soit h periode compoaee de irois 
termes* 



Soit Jg==g'' ^ "; ' • ~=:a-f 



9 






'+í:^. ; . >¿. 



=¿4''" ^i *"==*+ rCr5 6" 



1 XI 



Ar^(aM-i)+¿v(a — íH-c4-a6c)=:6c+i ; de Ik^ 

aiab^l) 

Ce$ exemplM ftti&ent póuF montrer qtfd la 
Talcur d'ime fraotlon odüénue pcfríodique de- 
pend de la sólution (fuñe ¿quatión dú second 
degré f quel que soit le nombre des termes 
dont chaqué pe'riode ctt composee. Ea effet ^ 
tant qu'on n'a pas épuise la prcoiiere pe-» 
ñode, on^obticnt au premier membie des 
iVactlons domles termes contiennentrinconnue 
eley^e asuleoieiit k la prenúiere pubsauce. Cf 
derni^re de ees fractíons etant egalee aune 

fraction de la forme ( m e'tant le derr 



a&l EliÉMEKS D^ALaiSBC, 



1 • • _1^ 



I*. Soít ¿r= -;— I j í^^^rr * 

• . * 54. a+ • • • • : 

'|/*(a.6)-a' 
JSar. Soit a=i, 6=2 i Jg=, =K5-i 



3 



Valeurs successivem€nt approchees de J/'S-i , 

i- 5 3 8 ü so 

2> IJ 75 Ti> 56 > TT>' • • ? 

• X ' 1 i 

3*. Soit air= — , ; -sssa— — i 



X 



X 






-»+• 



frácuons süccWsives, f, ¿ j f> i> |> f > i> l> I > ^ 
T> |> u > • • • T" *^^* ramcnéés á {, f , f^ si 



J 



Cha PITRE XIX; a85. 

On a la suiíc d?8 fraciions {> f> |> !> h^^ 
{|, fy, . . . . conyergentes vers y2. 

5"*. Cas. SoU Ja perlode composee de trois 
termes. 

Soít «=" í "1' • i==a-f — í— í 

« ,1 _i * , 1 1 • * 1 

xx{aJ>-\ri)'^x{a — 6H-c-h«6c)=6c4-i j de ^á^ 

flf=í ■ '» y-z > " ■ ■ ■ # 

Ces e«ea)t>le§ stti&ent p<Hir montrer qtfd la 
Yaleur d'iuie fraetian odtiénue penodique Aé^ 
peñd de la sóludon d'une équatióa dü second 
degré y quel que soit le nombre des termes 
dont chaqué pe'riode cst composee. £a effet y 
tant qu'on n'a pas epuise la preoiiere pe- 
Tiode , oh^obtient ati premier membre des 
fractlons domles termes contiennentrinconnue 
eley^'e .wttleiBejdt & la premiiere puissauce.Xf 
derni^re dei cas fractíons etant egalee a uiie 

fraction de la forme ( m e'tant le derr 

mr^x 



—==¿4.—- X sssfc+X. 

tzxX'+-abx=ib t xm ^ 

' I/Ya 6Va' 
^ar. Soit a=i, fc=a i ¿r=— ^^ — — =K3-i- 

. _ ^a 

Valeurs successivein€nt approchees de J/5-x ^ 

29 19 f y TSy 269 TX9 • • • f 

« o . ' 1 ^ 

a. Soit ar= — j f -.=«— — I 

a- — X * • '*+zr 

* a — ... 

1 - 11 . í+a* 

f/^(aa¿M-4Í-^(^&--ra) 

ír= • nf •• 

aa 



acuons succfessives, j, ¿, f, 4:, 5, ?> 3 > 2 > ?' s^ 
V> V fsJ • • • T^* *^^* ramcnéés á- {, f , f? ff 



J 



Cha PITRE XIX; a85. 

On a la suiíc d^s fraciions ^9 hhífh^s 
tÍ) fy, . . . . conyergenies vcrs 1/^2. 

3"'. Cas. Soit Ja periiode conipoflee de irois 
termes. 



Soít X=S " ? -; ' yírziut^ 



9 



xx{ah^\)'^x{fl — 6-+-c4-a6c)=:=:6c4-i j de ^á^ 

Ce$ exea){>lM titf&eiit péuF montrer qtfd la 
valeur d'ime fraotlon odtiénue periodique de-- 
pend de la sblution d^uné equatidn dú second 
degré y quel que soit le nombre des termes 
dont chaqué pe'riode cst composee. Ea effet y 
taut qu'on n'a pas epuise la preoiiere pe-"* 
riode , on ^ obtient au premier membre des 
iractlons domles termes contiennentrinconnue 
eleyje'e seulemexit & la 'premiiere puissaace.Xf 
dernierc de ees fractioos etant egalee aune 

fraction de la forme ( m e'iant le der-? 



%9a EiiÉmbks D^ALaifinCy 

di-'* 



. i 1^ K(aJ(a6+4))— ai 
oa^aM-aaap=9 ; x=- . 

^ar. Soit a==:i, ífc=a j a? J-í^^^==:K5-i- 
Valeurs successívein€nt approcfaees de |^5-i ^ 

2> U 7> TI> 56> TT> • • • ? 

3^ Soitarrrs , ; -.=«— z 



s 



:p 



»+r::.. 



• -»+T~- 



I - 11 . h-hax 

^^ J+3c' "^^ 6rt-Jt a:(64-x) 



aa 



fráctíons süccbssives, f, ¿, f, |, |, f , |, |, fj jl 
T' V fl^** • T^ ^^'^^ ramcnéés á {, f , |, jl» 



Cha PITRE XIX; a85. 

On a la suiíc d?s fraciions t> f^ |> |> h^9 
íÍj f? > • • • • conyergemes v€rs 1/^2. 

5"*. Ccbs. Soit Ja p0ríode compoaee de irois 
termes. 



' .1 _t 1 



Soít JC=s ' ^ y ' • i==a-f 



> 



x' - I I ^ * 1 X 1 

xx(ab+i)'+'x{a — fi-+-c4-«¿c)=6c+i ; de Ik^ 

Ces exeoiplM tuffiáent p6up montrer qtfd la 
valeur d'usie fraction cdtiánue pe'ñodiqae de-*- 
peñd de la sóludon d^une équation dii second 
degré f quel que soit le nombre des termes 
dont cbaque pe'riode cst composee. Ea effet ^ 
tant qu'on n^a pas epuise la preoiiere pe- 
Tiode 9 on^obticnt au premier membre des 
Iractions domles termes contiennentrinconnue 
eleyee aettlemexit & la premiiere puissauce.ITft 
derniere de ees fracdons etant egale'e aune 

fracttou de la forme ( m e'tant le derr 

mr+-x 



nier terme de la periode ) y donne une eqila-- 
tion du seeond dégré (a). 

§ a56. La proposition inverse, savoir que 
les racines d'une equation du seeond degró^ 
lorsqu'elles sont irrationnellei, peuvent étre 
obtenués par une fraction continué periodi- 
que y est plus difficile á <lemontrer gene'rale- 
ment : je vais donnér quelques exemples par- 

ticuliers , relat^fs aux racines carrees/ 

' -I "• . ■ ' . ' 

(i) Quoique réquatian k laquelle conduit la re- 
chercbe de la limite d'une fraption continué périodi- 
que a^ devx racines , dont Fuñe est gpsitiye et l'aatre 
est négatire; on ne peut adfl^ettrep^ur Texpresáon de 
la limite que la racine positiye, toüs les termes de la 
fraction proposée étant positifi. 
- On doit ausd appliqutsr la recherche dé la limite 
auk cas séuleuient oíi . les termes .de ía . fraction con- 
tinué sont en effet des quantités. Parr exemple, ayant 
trouyé que la fraction continué périodique dom les 

termes sont aet b a pour limite .-^J^ — T" f 

^ aa 



n y auroit abus de symboles que d'appliquer cette foiy 
mulé au cas oh a=o ^ ce qui donneroit pour limite 



Cha PITRE XIX. -i85 

z*". Soit un nomlire de la forme ee-^i , 
dopt on cherche la racine carree. 






ae-f-...4 



/ 









• • • 



JDañs |a súíte', *i, a/5, 13^ 29, 70,'. .^jl 
chaqué ' terine est la soinme ,du double fie 
Celui qui le precede et ¡Su penuimtne simple. 
Ces nordbres sont done les cdel&ciens de la 
suiíe .re'cuifrente , proyenue du déyeloppewep^ 
en snite ^ la fraeüon , ^ ' 

* v ^ 1 1 1 

et partánt^ le n'^'' tei*me de cette suite est 

af-a.\ \i:(i, r^f^^^ ^' *" • ara 
(voy.$Ja38) 



386 Et^ÉMlBTKS D^AlCÍTBKti^^ 

< 

Valeurs approcteesáé V2 ; |^J,|, {|, |i, y|... 

On a : i^=a X i — i , 3*=3. a^+i j 

7^=5=a. 5* — 1, i7'=;=2.ta'-+-i ; 

4i*=a, 39' — ^1, 99^=2.70*4-1. 

SaTotr, les earrés des nuiBélMéiirs . dtfTé^ 
rent des donbles des caires des dénominateurs 
d'une unite%akamat¡yemeH% eaplus-ét ea tooms 

(V.578). * 

Dans la suite x, 4, 17 , 73, SpS.....^' 

chaqué terme estala sonime du c[uadruple de 

ce^ui qui le pi;ecede et du penult jeme simple ; 

I ceite suite provieñtidouc du deieloppcment 



flé^I? Trafctibíi' 



" "'i ais i ' ■ ¿ 

— 4x — »* : 1— a4afHr4*'-r-r5* 



X: 



' (r-íi«)*-5í» "^-i-h^CKS-a)- l-xCKS+a) 



í ■ 



— aK5 'i-«(K5-4-3) aK5 '.i+*(K6-3)' 
Le ri^^ tera^e de ceite suite^ est done : 

-(K5+2) + — -(^-5-2) =^r ^-~ • 

2k5 ^a^S 22;^5. 



Chapitíix XIX, ^ 

I^es valeurs ^ccéssivemept approcliee$ de 
|/"5 sont : 

á 1 M \-4il,' ISl 2S89 

38^=6. 17'— 1, i6x'=5. ya'Hri / 

68a*=5.5o5^— 1^ a889*=í:5.ia92*-M. ' 

..- # 

£n geaeral y dans la suite recurrente , pro-* 
venue du developpemexil de la fraction con* 

ünue ^ . ' , chaqué terme est la sonóme 

du prodnit du teriBie/.pteoédent par atf> ^ 
,<lu penulúeme ampie. Pj^uoI ^ ees termes 
proviennent du develQppftflIeat en suite ée 

la fraction ^ — = . ' j ^ i ' \\ 

i-*2ex-xx i'*ííeX'^eexx^xx{ee^i) 



(i-*)^-xjr(tf*+.j) 1-*(K(^+iH-j) l'f^{y{^'tlhl) 



^K(^-Hi) * i^-+^«(>^(«H-i)— 1)* 



Tenue générd, (K(e.+i)+l);th(K(.H-l)-Ij» 

a". Soij un nombre de la forme ee-^i dont 
on cherche la rácine carree. 



'Tí f ' "5 



3«— ... 



"• • • 



',: .r ií n!:>,r/ ^ 



Bans la suite 9 1,49 15^56, 309,' 780^. .; 
lohaqtte terme esc^l'^xCte du< quédkl{>1« de 

üffttte .raite ptoñeat (k^nc du deVeloppeihefft 



-de la fraction ~ • ■■ ■ ■■■■ '' ' '^ = . ■ - -^ — 

- ^1 '-.. 1 

~" aí/3'*i-«taHhK3) 2^3 T^Ca-KS)' 
Le »"• tenne de cftte sute es^ .\ / — L_Jl_i. . 

. Ii€S v«leurs succcssivement approchees de k5^ 

Rnñt 1 1 26 §1 ISJ 1351 

*"".'• 1 > 4 > 1 5 > 5^ > 209 í - 7 80 > • • • • 

97^= 



Chapitre XIX, a5g 

97»=3. 56*4-1 tes caire's de ctacune 

de ees fractions surpassént 3 , de Vtuáté suí 
lé fcaire' du denominateor. 

6— - i \e* i5* son nT§i'''l 

6— ~— 
6—t.i 

Dans ía siiite i i, 6, 3SÍ, 2o4 , 1189 , . . - 
chaq[üe terme est Texcés du scxtuple du lerine 
precedent sur le penulüéme simple j ceite suite 
provient du developpemerit de lá fráctioh , 

terme de cétte suite est > -' ^" ^ -J: L¿ 

4Ka ^ ^ 

Les yaleurs successivement ápprocfaees de í^8 

En general , daiis la süite ^e'currente pío- 

Teuue du developpetnent de la fractioü eon- 

. 1 .• ' 

*inue ~_L óhaqüe terme est Felces dü 

produh du terme préc¿dent par se^ sur le pe- 
nultiéme ; elle provient du devcloppemeut d«i 
Tome IL T 



5igo ÉiiÉMEKS b^Algébrr^ 
la fraction 



i-a^x+arx i-2ex-\-eexx-xx{ee-i) 

e+j/'{ee — i) i 

al/'iee—i) ^ i—xie-i-y^iee—i)) 

e — l/^{ee — i) i 



Terme general , rr, ^ • 

5^ Forme du nombre proposé , ee+a. 
Soit |/'(e«4-a)==^H — ; 

X 

X ^ ' ' ' * y{eé^2ye a j/; 

* * ri- — X 

3*+ — - 



Chaqué periode de la fraction continué est 
composee de deuxtermes^lesquelssonte eta^. 

2-f-— I 

2+ 



Dans la suite des fractions alteixiatives ^ 
j, ^, ■^, . ; * . les tertóos dé chacune d'elled 
8ont les exces de ló fois les termes de lá 
precedente suir ceüx de la pehultiemé j étil 
en est de me rae des áutres fractions áltern 
ñatWes I > If ) fif > . • • partant, tous des termes 
tireot leur originé dii deyeloppement dé la 

fractioti : — : — a- == -r—a — 7-^ 

^ 1 1 



lerme general^ ,^./> ^J. 

Les nonibres 9 i 9 g, 89^ . . ; . pi>0TÍénueíit 
6e lá fractioü : y. 

Les denotniñateui*s j» ^ ^ 26, 1^8 , • • . / oü 
3(1 , 10, gg, •. . ) provieünent dé la fí-action 

ü 4- y eí les ñtimetatetits 4, 4o^ 3g6, 

én sOnt reápecüVement íes dcrtiblésj oü pro* 

tieiihént de la fraction 4¿ - — r— 5^ 

T a 



y aleurs approchées de ^6 > f 4 ^ ¥ ' lo ' W» • • 
6.9^=22^+2 j 6.29^=49^—1. 

]^11S=3-J- 1 ==r+V5íT9? 60> 579' 1 197 > 7S«l •"•>' 

4°. Forme du nombre pjrdpose'j ee — 2. 
Soit ¡/(ee— a)=e— -. 

€— ■ 1 

« — 

ac— . . . . • 

Ex. \r¡t=ir^— I l^7=3^^_L , 

»- 3-—- I fi ^ 

* 4-... . 6 

6*". Forme du nombre propose', ^^+4. 
Son' |/'(€e+4)=^-H-> 



Chapithí! XIX. ¿93 

1 y{ee+é).e 2 _ f^{ee+i)+e _: , M '■ 

*' 2 ' K-^t^H i -*+?'. 

. i« 5 ■=^. ■•'■■.. 

t 

6^ Forme du nombre propose j ee~4. ; 
Soit K(^^— 4)=^— -. 

e 

5-— 6-— * • • ' 



7** Forme du nombre propo&é, ee+e. 
3ok J^(eH-^)=^-h - . 

. &*• Fonne du nombre pfopose , ee-^e, 
8oh |/^(^¿-r-e)5=c 



/ 



^■ 



1 =^.^^(....)j«._^-.^d±:(i-^^ 

T^*-VÍ1^) ^^_e. ^^^_^^ 



'Aprfes avoir introduit par les excmples de 
)]uelques formes simples au procede' par le- 
quel pn re'duit en fractions continúes les ta- 
sines carrees: * fe yais d¿telopper quelques 
pxemples qui entraínent plus de Ipngueurs. 
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Sort Ki3=3-4-¿i 




1 _ ^/'i3— 2 //_ 3 _V^i3-|-2_ , » ■ 
-// -g •, * —^^^~ ^ —'+*"'.- 

>- 3 '» * ~^<i3=í~~'43^=^+^'^: 

1 1 

- =1/^15— 3= - 

Partánty chaqué peiiode est composee d^ 
5 termes, qui sonl : i, i,^ i, i, 6. 

r **' *^^^M>2> 3» 6> 35 ••/ 4Í 15 2Í-5* 6 > 33 • — 

i3.3"f=iiM} i3.5"=^i8^+13 i5.53*=ii9^-4. 
AutremenU >/"i3=4 ^y 

X 

1 5— V^i3 5 5-fK'i 5_^f 1 

?— 3 ' *=5— |/^i3^ 4""^ "^*" 

1 |/'i3— 3 ,, 4 ' ^ , , 1 

. T 4' ^ ^ ■ 



4 

Solt |/^i9=4-f- - j? 

* —feriar *9 • >>— ^ ' ^5+K'i9_5 » 
^_ _ ,* ^ ______ - —'^■¿v 

í?-^.", 3*-' * ^-p6i-Í7-"~4 r: ".-^íT 

* - 9-^6» ^/_ 4 _.9hJ-í/«i^^i. :,. 

-/.— —4 ' — ^i:j^ri — ~5 ^ *'" 

1 _K6i— 6 _w_ .5____-'^^^+?— 3— 1 

«"'" 5 ' K6i^6~ 5 x". 

1 _9llí£^^ «'— _A__ — 9+?£«i=4-i-i 

i - ]f^6t— 7 ^_ 4 - ■ K61+7 -Lc_ ^t 
arv-T 4 '*— peT^— 3: - «»» 

1 8—y6i VI 3 o , ,,_ - 1 

* 3 ' 8— j/^61 '^ , * 
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La destination de ees Elemens m'engage 
á me oontenter de cette esquisse du proceaé 
gene'ral par lequel on reduit les racines carrees 
en fractions coDtioues pe'ñodiques. Cette partió 
interessante de Tanalyse indeterminée est diie 
á la sagacite de La Grangej qui a fait voir 
Pe'tendue de ses applications a rapproxima- 
tion des racines irrationnelles des equatioos 
du second degre , et á la solution en nombres 
entiers de^ fonctions du seoond degre a deux 
inconnues. Voyez ses Memoires parnii ceux 
de Berlín 1768 , ses Additions a FAIgebre 
d^Euler , et son Ouvrage intitule , De la 
Jíésolution des équations numériques ; voyez 
íiussi la Théofie des Ndmhres de Le Genbre, 



♦»^ c » < 
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CHAPITRE XX. 



Sur la Composition des Equationsj et Re^^ 
cherche de leurs racines entiéres et ration" 
nelles. 

$a57.1jORSQU£ dans une equation a une 
inconnue les exposans de cette derniere sont 
tous des nombres entiers et positifs j le de* 
gré de Fequation est de'tenmne par le plus 
haut, eiposant de Tinconnue. Ainsi , Fequa- 
tion est dite du i*'. du a*, du S"**, • . . du i*"** 
degre ; suivant que le plus haut exposant de 
I'inconnue est i, a^ 5^ • • • iz. La racine d^une 
equation est la valeur de Finconnue qui y 
satisfait. 

De méme que les equations du seeond de-^ 
gre peuyent étre ramene'es a la question ge- 
nérale : trouyer deux nombres dont on con- 
nott la somme et le pipoduit } on peut aussi 
presenter les equations du troisifeme degré 
comme tirant leur origine de la question sui-^ 
yante. Trouyer trois nombres ea cpxmoi^swt 
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leur sommep', la somme de leurs produhs deux 
k deux p" , el leur produit continuel />^" (a)« 
• Solent les trois nombres cherches, x^ y, z^ 

xy'^xz-\-yz^=p^' 
xyz ==p • 

Red. Soient mulüplies les membres de la 
premiere e'quation par x^ j les membres de 
la seconde par :c ; et apres- ees changemeos 
soient prís les membres des trois equations 
alternativement en plus et en nioins, on obtient 
X =j? x ^p x-i-p , óu X -px -rí> x-p =o» 
On obtíendroít des equations semblables dan$ 
phacune des deux áutres inconnues ^ et z : 
partant , une de ees trois ^'quations telle que 
JF* — j:i'flp'-f-j:i"x— /)'"=^, represente chacune 
des deux autres, et elle doitcontenir lesvaleurs 
soit de « , soit de j^ , soit 4^ z^ L'inconnue x 
a dono trois valeurs , (elles que , l'une d'elieii 
etant prise pour celle de x comme determinee^ 
}me des de\x% valeurs restantes est celIe dey^^ 
et la troisieme est celle de 2:. Ainsi, $i:on de^ 
signe par a, 5> ^^ les valeurs de x quisatis-t 
r ' ■' . ■■ ■ ■ ^ ' ' . ■ ' ' 1 ■■■ ■ II*'; 

(1) Dans tout ce chapitre je pr^nds le mot somme, 
flans le sens algébriipie et general , ^ui comprend 
%mi les dtjprenaes ¿ú y a, lieu* 
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fontá Fequalion «' — pV-f-p"* — .y=o, ou 
les troís racines de cette equation^ on a; 
a+b+c=p^ , a6-+-ac-h6c=p" j abó=p"\ 
Fartant , dans une equation du troisieme de- 
gre dont les termes sont ordonnes suivant les 
puíssances de rinconnue y dans láquelle le 
coefficient du premier terme est runite% et 
dont le second membre est zeVa; le coeffi.- 
cient du second terme est egal k la somme 
des valeurs de l'inconnue avec le signe con- 
traire; le coefficient du troisieme terme est 
la somme de leurs produits deux á deux , et 
le quatriéme terme est leur produit continuel 
avec le signe contraire. 
• Soient a^ ¿ ^ c, les trois racines d'uñe e'qua- 
üon du troisieme degre', de maniere qu'on ait 
separe'ment les trois e'quations x=a, x==by 
x=Ci ou o:- — a:=Oj x — b=OyX — c=o. Sóit 
pris le produit conünuel des trois binomes 
X — a y X'-rby X — cj on obtient : 
ap'— (o-|-&-+-c) a;^4- («ft-+-<JcH-éc) x — abc=oí 
Ce resultat s^accorde avec ce qui vient d'étre 
demontre y et il nous apprend qu'une equa- 
tion du troisieme degrd dont le second mem- 
bre est zero y etant proposee y on peut toüjours 
regarder le premier membre comme etant le 
produit continuel des t^ois bmome$ qu'on bb« 
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üent ei> ótant a Finconnue chacune de ses 
valeurs. 

Soit a une des racines de Fequation 
a?'— p'x^-|-j9"ar— jp'"=:=o,- de maniere qu^on ait 
a'-jp'a^H-|>"a-jp'"=o. Soít divise' le premier 
menabre x^-p' x^^p^' x-p^^' par ar-aj on obtient 
pour quotient , ¿rx-(jp'-a)af-+-j!>"-p'a-ha^=o. 
Dans ce quotient p^-^a est la somme des deux 
racines restantes; j'affirine que jp"-p'a4-a*, 
est leur produit j en effet , puisque 

d — p a '+P a — p =o / — =y — -p a-^a ; 

mais — est le produit des deux racines res- 
tantes, done ce produit est aussip" — p^a-^-a^. 
Partapt, a^h^c^ etant les trois racines de 
Tequation x^ — p^x^'+p'^x — ■p'"=:oj le pre- 
mier membre est divisible par chacun des 
binomes x — a^ x — 6, x — c. Re'ciproquement, 
pour que le premier membre soit divisible 
par ^un binóme x — a, il faut qu'on ait 
tí'— p'a''-f-7?"a— y"=o ($235)j etpartant, 
il faut que a soit une des racines de Fequa- 
tion. Je vais envisager sous le méme point 
de vue Forígine des e'quations du quatriéme 
degre\ 
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§ a58. Oo demande quatre qüantites x j y ^ 
tyV^^n connobsant leur somme p^ y la somme 
de leurs produits deux á deux p" ; la K>mme 
de leurs produits trois a trois p"^ ^ et leut' 
pTodtiit conünuel jp'^. On a les quatre 

xyz-^^xyp-i^xzi^+yzu =P • 
xyzv =p*^a 

Soient multlplies les memhres des trois pre* 
mieres e'quarions par a;', par ¿r', et par x res- 
pectivement : et apres ees changemens soient 
pris les membres des quatre équatioñs alter- 
nativement en plus et en moins, on obticnt J 
a?*==p'a:'— yx^-hp'"ar— />'^ / ou 
X*— p'a?'+p"ar^— y"xH-p'^=o. On obtien- 
droit des e'quatíons semblables dans chacune 
des trois autres inconnues y, Zj v. Partant^ 
l'une de ees qiiatre equations telle que la pre« 
miere x^—p'x^-^-p^^x^ — p''^x+p^=iO y equi- 
yaut a chacune d'elles, et elle contie'nt les 
valeurs de chacune des quatre quantitcfs 
cherchees, L'inconnue x dans Fequation 
x^—p^x^'+'p'^x^ — p''^x+p^^=^Oy a done qua- 
tre valeurs , telles , que Tune de ees raíeurs 
eiant prlse pour celle de x córame deterininee, 
les trois autres yaleurs soot respeetivemcnt 
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celles deyy dez el de p. Ainsi , si on designe 
par aj by Cj d, les valeurs de x qui satisfont 
á Tequation ¿r*--yjc'-+-/)''x^-— p'''a?-+-jjiv==o j 
on a^ a-+-6-4-c-+-ct=y' , 

ábc^cU}d+acd'^bcd=j)'" j abcdi=p^'^. Par- 
tant , dans une equation du quatri¿me degre 
dont les termes sont ordonnes suiyant les puis* 
sanees de Finconnue^ dans laquelle le coef- 
ficient du premier terme est l'unlte y et dont 
le sepond membre est zero ; le coefficient du 
second ternie est egal á la somme des quatre 
racines , le coefficient du troisieme terme est 
egal á la somme de leurs produits deuz á deux^ 
le coefficient du quatrieme termé est egal á la 
somme de leurs produits trois á trois; et le 
quatrieme terme est leur produit continuel ; 
les signes de ees termes sont alternativement 
conformes et contraires aux signes des sommes 
donne'es\ 

Soient ay ^j Cy dy les quatre racines do 
Tequation du quatrieme degre' 
a:*--p'a?'-+-p''jc^-— p'''x-f-p^^===o. Le produit 
continuel des binomes x-a^ x-^b^ x-c^ x-^dy 
est conforme au premier membre de cette 
equation ; et partant , ce premier membre est 
le méme que ce produit. 
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Soit a une.d^ racine^ de l'équatídn pfo-» 
, posee ^ de maniere <^u'on ait 
a'^p'a'^p"a^—p'"a'+'P^=o. Soit divise lé 
.premier membre de réquation par x — a, lea 
coefficieDs des termes ^ucoessifs du quoiient 
x^ y x^ , x\ x"" ; sont 1 5 p^ — a, p" — p'a^a^ , 
p"''^p*'a'+'p'a^—<í^ y et il reste 
. p^'^'-^p'^'a-^p'^a^ — p'a^-^a^ j mais par süppo- 
sition ce reste est zero; doac le qaotient exact 

est ar'-(/>'-a)x24.(//VH^'*)*— (p'''"i^'''Hy^''-«'^ 
Daos ce quoticiitp' — ^a est la somme des trois 

racines restantes; p"'^p'a-{-a^ est ]a somme 

de leurs produits deax á deux ; j'affirme que 

p'^'^p^a-^p^a^'-a^ y estleur produit continael; 

en effet, puisque a*-j:7'a'+p"a*-p'"a+p'^=o ; 

— =p'" — p''a-+p'a^ — a' j mais — est le pro- 
<^ . ^ 

duit des trois racines restantes , done ce prq- 

duit est aussi /?'" — p"a'+-pa^-r^a^ Recipro- 

quement , pour que le premier membre soit 

divisible par le binóme x-a, on doit alroir 

a*-— />'a'+/?''a^— -y''aH-p*^==:o; et partant ^ 

a est une des racines de Fe'quatioií, 

Les deux exeniples que je viens d'exposer 

relatifs a la compo^ition des equations du troi- 

siéme et du quatrieme degre , doivent. étre 

regardes comme un,e introductioa á l'^rígine 

et 
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•et á la composition des equations éíi gé^ 
neral. 

iskSg. Lerrí, Soicnt/>' ,p'', p^'^p^"" .- ^P^^^p^i 
lessommesdesproduitsde.i, 2^ 5y4^.../í-i^7i^ 
dimensionsly fails avec n lettres. 
Sdieat y, p"^ p"'j p"^.., p"-*, p"3 les sDitim^ 
des produits des inémes nombres de dimen»- 
sions fails aVec Ces lettres , et une de plu^ que 
je designelrai par a; et soit p"'"*=^típ'' , le prc>- 
düit continuel de tomes ees leurésj on a 
toutes les equations suÍTantes i 

t' =^'+á / =p'-tf 

]p'"=p"€<+y^' y"=^'"-p"a+pV-a* 

ipiv— y'a+pit p»^=pi^-p'''a+p''a^-p'a'+a* 

• •. ■ i - • 

* =5P «HtP P =^* -í a...+p''a ^a Iw 

* li K-i ñ-i ' h 7l-f* 

«p =sB o-p a^.i^'h/'a Ifif'a +a . 

Sdlt pi'opósee la quéslion :. trouyer n quán^ 
tlte's, eñ connoissant leur sommep^, lasooime 
de leurs produits deux á deux p'^^ la sonime 
dé iéürs próduus trois a trols p^'', ... la somine 

Tomé It V 
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de leurs produits de jp — i dimensioDs />"•*, et 
leur produil continuel p^. 

;'Qae chaqué inconnue soit de'sigáee par un 
.C^ractere particulier.^ que Tune d'elles soit x. 
Soient etablies tóutes les équations succes- 
:&ives conforme'ment aux conditions enonce'es 
^t dans Fordre de ees conditionsí Soient mul- 
tiplíés les membres de ees equadous succes-^ 
.sives á commencer par la premiére jusqu'a 
Tavant demiere , par des puissauces deJ'in- 
connue x , telles que Texposañt de la pref- 
iniere est infe'rieur d'une unite' au nombre 
des inconnues y et que leurs eiposans diini-^ 
nuent sucoessiyement d'une unite\ Apres ees 
.changemens, soient pris les memb^es de toutes 
les équations successives alternatívement en 
plus et en nioins ; on obtient l'e'quatioh , 

x^—p'x'*'^+p''x^-^—p'"x^ . .+/>^-»ar+p»^=o. 

On qbticndroit une e'quation semblable dans 
chacune.desButréS'inconnues; ainsi cette equa- 
tíon repre'sente chacune <i'elles, et les va- 
léurs de cette inconnue dans celte e'quation 
doivent satisfaire á chacune de ees e'qualions. 
Les racines de cette equation SQnt done ea 



itombfe^gal á celui des laconQues óu au de^ 
gre de FequatioDi 

Dans I^cfquáiioñ obtétíiie , le coeMcient dú, 
second terme est la soititíie de toutes les rá'» 
cines; le doeffictent da troisieme terme e$t 
la somme de leutrs próduhs deux á deuiL ; lé 
coefficient du quatiiétíie terme est la sominé 
de leurs produits trois á f t*ois j ... et aiosi 
de sahe jusqu^au coefficient dü w™* tertae qui 
est la sóoime des produits de n — 1 dimensions 
faits avec les racines, le demier termé etailt 
leur produit continuel. Les signes des termes 
impairs a comptef depuis It pf emier sónX óqÚ'* 
JFornclés aul signes de leurs coef&cieiis donn^S|^ 
et' les signes des termes pairs sont coniraired 
tLUX signes de leurs coefficiens donnés. 

Soícnt designees par a^b^c^ d^. . i /, trt^ 
les racines de Fequation pbtenué^ ea áorte 
qu'on ^\i toutés les e'quations , x=a , ofr=:=b , 
X==^c^ x==Ld j i . . ¿r=i/, x=m j et soit prls 1¿ 
próduit contínuel des bindmes x-^ü', x—b, 
X — »c, x-^dj . . ¿ x-^l^ x—m\ cé ptóduit est 
conforme au premier membre de í^equatioa 
obtenue; et partant; ce premier membre est 
le produit continuel de tous^ ees binómcSé 

Soit a une des valeufs de x qui satidTail 
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'¿ Féquation obtenae ; de maniere qu^on ah 

Soit divise, le premier membre 

f ar jp~^; les termes successifs du qaotieat 
<|ontieBDent des puissances de x dont les ex* 
posans TODt successiyemeat en diminuant ea 
diminuant^ depuis n-x jusqu'á zero ; et leurs 
codEciens sont resp^ctiTement^ Funite' , p'-á , 
;Ou la spmme des racines restantes jp"-ya4^*| 
ou la somme.des produits de ees i:acines deux 
;a d^ux ^ p'" — -p^a-f-jp' a^-rra*^ ou la somme des 
4e& produits de ees, racines trois a trois^ 
^v-r-/>'''a^-hp''a^— />'a'-ha* ou la somme de 

lei^rs' produits quatre ¿ quatre^ • * • • 

jj,if-ii«i^jpN-in^^ • i^+p'a'^^+a*-*, ou la somme 

des produits de ees racines de n^% dlmensions^ 

jet enfin p^-*p^-"a+p»-"V. . , ±^'a^^4i^-^ 

qui est leur produit conünuel. Partant^ Fé- 

^quation formee en egalant ce quotlent á zero 

contient les valeurs restantes de Flnconnue. 

$,a6o. Ce que nous venons de trouver sur 

lacpmposition du produit d'un nombre qucl- 

conqüe de binomes x — a, x-^b, x — c^ .... 

s'appÜque en partlculier au cas oü tous les 

binpmes sont egaux entr'eux; et fournit une 

* de'monstratlon du tbe'oreme binomial pour un 
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exposaint ender et positif ^ qui nr^esl c[uW cas 

particofier de ce produit. 

En effet y puisquep' est la sommé de toiütés ^ 

les racines doot <le nomjbre est n ; si toutes 

les racinés sont ¿gales, entr'elles y et desigaíees . 

par a y p'^^^:nai ái^ tüém^.y p" e'pint la somm0 . 

de Idus les prodiiits 4c3 racinés deüx k d^ux ^ ; 

le aombre des tetxnes dont p'^ est compone.; 

\ n n — 1 , - ;...*/ 

est -. : } lorsque vtoute$ les racmes a sont 

egale^ enjli^ellfBS, jf?"=r-. a*. D« meoie, 

'■•« jL 3 .... * 

j/^. étant la somme xle ^tous^ les prpduÍAsiide»j 
racmes trois á troisf le nombre: dea.. ieroies: 

domj>v ^st compose est -•. — — ♦ . ^ ■ f 

soient tOQtes les raciñesa e'galea ehtr'ettesí^i 

. . n n-^^i n-r^^ * a * 

on a p^' í=-. . -^-c— « • Dans la meme 

-^ x -a- -5 . .• j -.. *- . 

süp^bsitiony ona succéssivement : ' . 

n /I— 1 n — 5 ^ ^ n n — 4 . '": 

$:aG¿. 6e qm a ete' étabfi sur laj compo-r^^ 
9kk>ft des* equaóons est/independaniide/bb 

y 5 



^natare d^ leurs racimes, ou de la foime de$ 
binomes x — a y x-^by Jtw^> . , . , dont le pre-- 
mier tuembre est • le prbduit. Ces ' binomes 
peuyent étre tous reelK^y <m én paróe reels 
et en parúe iiaaginaires. Dahs le cas oii les ra<r 
cine» ne sont pas tqutes réelles , eeux de ees 
facteursqui sont imaginaires se coix^bíiiéntdetix 
adéul, <ié maniere á próduiré' des facteurs 
trinomes réels ( J 188 ) j partanl, le nombre 
des racines imaginaires d'uné equátioa est tou*' 
|ours.pair., - „ 

Cor. 1*'. pans upe equaübn dont le degre' 
efit iifipaiF^; 1^ 5,t5(,;. ;vii, aurr^iy U y á» áii 
moinf j niBC ' racihe reelle> r\, , .. - ; . 

€or.Ví^. 'Daos une eq\iation dont le degre 
est pair , 3,4, 5,:, . \ a/íjet dont le derñier 
t^niie a*rle signe— n, il/y. a au inioíns deux 
ra^ipes re'elles. En^effet-, le. premier membre 
est le produit contihueji des trinbmes formes' 
par les binomes difieren^ entr'eux dont il ^st 
nussi le prodi^t continuel : ^our que le der- 
|ñef' tierme soit prtíc¿d¿ du signe -^ , il -faiíl 
qu'il y ait un nombre impair de^^es trinomes 
dans:.J6sqViels le signe- du.K9Ííi^¿^-term¿.solt 
aussi — j mais tout trinóme dans leqüel le 
i|»gne du troisiéme iermé.est -^j e'stle pro-» 
diuit d0 deux Imiomes reel^ y qu a ckw 
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racioes reelles ($ i'io) ; done aussi, toáte éqaa»- 
tion paire dans laquelle le signe da dernlisrr 
terme est — , a au moiñs deux rlicines FeéHes/í 
Gor. 3™% Lorsqu^ daña une equaüónle der^^ 
nier térnie est uéro ; de maniere qne^^tous Ii^á 
teroates sont afiectes da facteur x^ , une des'tn^ 
leurs de ^ á^ix& eette.ecpiaüpn est ss^rd; ^éif 
les deux derniers termes évanouissentf de tua-- 
niere que tous les termes aieiit le íactkur dp^j- 
o'est une preuve qu'3 y a deux valeurs de' üT' 
qui sontze'ro; et en ge'neral , si touifJei t^r*'^ 
mes sonft. afiectes de la' ipuissance W^^> d^' 
Finconnue , c'est une préüve quHl y a m ya-^- 
leürs dé rinoomaae qui'sont xéto y- ^'^rédt^ 
proquement, Tinconnue ñb peut avoí^ deúx^ 
Vr6i^s • .ym valeurs iefgalesjeMr'eUesl'-^H^alli-- 
lant que toas les iermes: de.requatro¿í ¿Oni 
^SectéhAa f»ctcü#¿»^^ áp*,... »'^. * < *' 
: vl^ jEi&^. Xorsque xhacun .des' binotvitíis dont* 
1^ produit conliiMiiel forme le premier ai^aíkre 
dJune équatíton: e^t la^difierenee dé ses termesy 
ou lorsfpie^toutes >Ies racinesde Fé(][uáüo¿ 
Wwúu^Qtíáv^Sj les «ignes'de ses térmes'^her^^ 
il^ity ^^ pamnt, le nombre descliángémeiiác* 
déisignéS' de deux termes ^líccessifs^ést alor^' 
egal au nombre des raeines positives. Au coññ 
traeré 9. lorsque chacón de ees binomes -est la 

V 4 ^ 
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somme :cle ses tef*mes^ ou lorsque toutes W 
raines soñt negatives ^ tous leh termes du 
premier menahre ont le méme ^fieH-^ et 
pariant^Je npinbre de& permanences de deux 
aignes suQoeflsífs estalors egal au nombre desra* 
eiiies negaüves. Que les racines soient en panie 
pjpsitXiyéAv et ^ en partie négatives }• >D9BS0ART£5 
a,.u:o!9ÍVQ ^que ' le nombre i des changemens de 
sígne9:;d£. deux; termes tsi!iccessi£i est égal au 
ivDiabreides racines posiiiv.e5 y et.que le nom^* 
bfe:de$.pertn$ined€i9& ?de ;deax signes succes-*. 
SÍ& est egal au nombiie des raetnes. niefgiAiirea* 
Jfí'V^is eolaírcir cjette regle par un ou deuf 
eiie^pWy pQür servir d'intradno^on aiJa-dé^ 
ipp^stra^iop genérale.» ui « I ; . ^ >!^ 
"¡l^i^iB^k. Spieal úexfk binomes .x^-rta^.x-rf^y 
dom Vm:^ — a, !est la diSerence de siqs f er^^ 
ines^ dont.Fautre X'^b estilan mmaibe de 'sea> 
^rmes,^ ei; dotit }e>piiQ4ukjesft xx'rx(bT&^«í9& : 

31 iíC>ft^ h RUCQ^SÍÓ5ídeS:.S%BL€Si eSt j|ii ' /n - i!f ')• 

4c«??^^> <J<5Ue successii6ni;ést/ v 1k i i' < ". f í i ^.^ H -y >a? 
dadi^i^f^P^ ^m 'et(;lo3¡utre>lcas>ua ^d^uBgeoiest^ 
d^ ;4?iaL^Qe8 auoces9Í&; el uite ^peFinan^p»^ 
d^ tii^me que dánslMquali^ 3fx*rx(i»r4}yíafysa^ii 
üijlaMOe i^acine posittve «t une rafiin^tine^' 

Pfttivei. ^ .' . ; .mT ,/;..; íí.l írv:- '.. ' .-U :i.: ^ /- 

^ .^« 1^ Soient <roÍ9<bi¿eine»^K^A.»^í>< 
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x-f*f > 'dont deux soptles différences de leur^ 
term^^ et* .dcmt Le troisübme es^ la somme de 
ses termes; .leur produit .est» 
x^ — (a4-6 — c)»^-t-(a6 — ac — bc)x'+^bc. Si on 
a en méme t^hw jOH-¿>c,'íifr>c(a4-fr) , Vor* 
drc . d^s «igo^s cst. •+: -^ -+• -h* Soit a-|-fr<[<í j^ 
on n au^s» (/]fTÍrA)*5C?(^r+-*) ^ et a plus ftfrtc: 
raison a¿<^c(a-f-¿) ; doQC l'ordre des signe&k 

est -hH hf II y a done dans Fun etVsmr 

tre cas d^ux changemen^ de signes successifi 
et une permanence y de méme que Fequat^on 
dans laquelle, le premier membre est le pro-» 
duit rcontiúuel de c^s'binomes egale á zérú 
adefix ráeles posiÚTes et.iine negativQt/; 

>•. ^^ent, trois bitxotofi^ X'+^i , x-^ , af-7<?^ 
don% d^iif s(>pj( lesf: $)pfainesi de leursjteroieSr 
e% 4ppI^^ ^is|eiiif9 iC^tla; d^fierencede ses, 
terines^ lie^r produi.t ^estf : /'. ,. ;*/ 

«'•Tfr-*^<HbT^-^<^)H-^&?ArTr<lc— -í-dc) — abe. Soit 
en I .méme , te^s y 0^b^c ^. qA^c{aq^rb) , la^ 
siiite 4es sigilas ^t -rhyfí-nfnT^} «oit ^H-¿<C4?if 
(a^?tT&)*<<¿»-+*) > ífsti i pívf forte raísoft 
«6fCí(<H-*í> la piife des ñgnes^j^tt rh-^^r-^íá 
B: y^ n'/dp^^. 4aiuf,f^n<4t J^autre cas¿ df^ 
permMl^n4lS9 . 4^ signe«t . ^qcessi& . et uu: chañar 
gi^ment .4^ ees signes ^ de ármeme qii'il y a; 
4eiH. J^(U)es^ Q^^atiyes fitn lu^e po^iute día4C 
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ppndaiiSidü prodüit F% ou que ees signes etaní; 

differens les coefficíens des termes du premier 

produit soñt' plus grands que les coefficiens 

des termes correspondans du secoud; les ter- 

lúes correspondans de X et de x' ont les mémes 

signe»; et pártante i cet egard, il y a le méme 

nombre de permanentes et le méme nombre 

de cbangemens de signes dans x et daña x\ 

Soit m et iri la premiare paire de termes cor- 

re^ondan^ de p et de ^'^ tels^ que le coeffi- 

cient de ttÍ soit plus grand que le coefficient 

de m ; dans le produit; x' le terme corres*- 

pondant M^ a le méme sign^ que ni ou Ia^ 

et pairtant y par le pa$sage des «ignes de p 

aux signes de r^ dans. le, produit X^f U s'in« 

troduit'dans X^ une permanence de signes 

\ la place d'une diTersite qui étoit dans X. 

Aussi long-tems que í^s termes de F^ qui sui* 

vent ni. ont les mémes signes qué les termes 

correspondans de p ou x^ ou que ees signes 

etant differens les coefficiens de .P^. sont plus 

Urands que les coefficiens correspondans de P; Ji 

cet égard • ü y a dans; \^ suite des termes de x^ 

et de X la méine. succ^ssion de áignes« Mais^ 

si on yient a un terme de P^ qui avec un 

coefficient plus petit que le coefficient du termo. 

correspondant de P ait un signe different^ 
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le signe du terme coirespandant de x' será 
le méine que le signe du terme correspondant 
de Py il sera done different de x^elui du terme 
precédent de x'; et partani ^ le retour quant 
aux sigiles du prodüit P^ au produit p améne 
un changement de signes successifs dans le 
produit x^ £n general ^ le passage du pró<« 
duit P au produit P^ quant aux signes des ter*^ 
mes du produit 'x' introduit une permanenoe 
de signes successifs} ét le retour du produit V 
au produit p, quant aux signes des termes 
du produit X' raméne uíi changement de si« 
gnes de deux termes succéssi&, Mais, le dér-« 
nier terme de P' et de x' ayant le méhíe si- 
gne que le demier terme de P, le nombre 
des premiers passagtís est plus grand 4d'une 
«mité que celui des seoonds ; • dona aussi , le 
nombre des permanencés de signes est plus 
graiid d'une unité dans x' qu^il ne l'est dans x : 
et partant, Fintroduction d'une racine nega- - 
tiye augmente d'une unité le nombre des per- 
manencés' de deux signes successifs» '' /» ^ > 

On ínontre 9 au contr-4re , par .wÉ-rai-* 
sonnement toút a fait semblable ( mutatis 
mutandÍ8)y que le produit par un binóme 
x-^a y ou Fintroduction ^aae racine positive^ 
introduit dans :ff un cbangemeht dé signes 



successifs de plus que daos x^ Sayoir, le pas^ 
sage de F á p' introduit un changement de a- 
gnes de deux termes successifs , tandss que le 
retour de ^ á p introduit une permanence de 
signes. Mais j le dernier terme de xf a un signe 
different de celui du dernier terme de x ; 
done, le nombre: des premiers passáges est 
plus ^rand d'une unite que celúi des seconds f 
et partanty rintroduction *d'une racine po¿- 
tive augmente d^une ünite le nombre des chan- 
. gemens de signes de deux termes successifs. 

Puisqüe dans les equaüons du troisieme 
dégre le nombre des permanences et le nom- 
bre des changemens de deui:. signes successifs 
ftontrespectivement les mémes que lesnoníbres 
des. racines negatiyes et positives dé ees equa- 
tions ( 2 . Ex, )': ceU a lieú aussi dans les 
equations du quatrieme degre ; de laí ^ dan» 
celles du cinquiéme, puisdans celles du sixieme^ 
et ainsi.de suite; done énfín , danstoute e'qua- 
tion le. nombre; !des changemens de signes 
et celui des permanences de deux termes suc- 
cessi6 y sont respectivement les mémes que 
les nombres des racines. positives et des raci- 
nes negatiyes de cette equation. 

Rem. Cette proposition sVtend seulemeot 
aux equaüons dont tomes les racines isont 
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reellas; les racioes ioiaginairea ne póuvant 
étre di tes ni positives ni negatives. Aioai ^ 

et partaqt , qiieique le muluplicateur ar+o-fi^-i 
paroisse exprimer une düfierence de ses termes, 
il n'y a daña le produit que des permanences 
de signes sil ceessifs. La demonstration pour les 
equations cubiques , qui est. un des fondemens 
de la proposítion* genérale , repose sur la pror 
position que «¿^(a+í)^ j or , cette inegalité 
est generalement vraie seulen^ent pourle&qjaan- 
tite's reelles. En effet, soit .a=C>/" — 1+«, 

(a-t-¿)^=;.4Cf i ab-ig'hby=^5CC—aai et par- 
tant, lorque 3ff>.aA, a¿>.(a-+-6)*. 

Je Vais: <felaifcir par un ou deux exemples 
le developpement de la regle precedente, 

l^ Soit X=±4ji?s4.3**— 7*5— 5ar2+26x— 160. 
x-^5 multiplícande. 

P=4««+ 3a?5— 7A-*— 5ji?'-f-a6jt3— 160X 
; P'==p; , .üqx^-^i5x*^S5x^^25x^^i3ox^Soá 

-|-8a?*— -4oa:5 — Soo, 

Dans cet exemple, ily a deux passages des 
ngues de P aux signes de p' , savoir du se-* 
cond terme au troisifeme et du sixiéoie au 
sepiiemej -et il y a un reloür des signes de F 



aux ngnes de P^ savoír^ du quatriéme termé 
<aa cinquieme : il y a done uil pássagef dé 
|>lus de p á i^ que de P^ i P* II y a daímac 
deux successions de sigues semblables et tro^ 
cbangemens de signes süccéssifs, Ü y a dans yJ 
trois successions dé^igties semblables et trois 
changemens de * signes successifsy la multipli- 
cation par 1^ sómme x4-5 y ou l'addition d'une 
racine negative y intróduit dans le produit x^ 
une permanence de deux signes successifs de 
plus qu'il n^ en a dans X. 

*— 2 multipllcateor 

X'=yr«+*« —4*3+57» 

— AP<— i4jr« —26* 

Pour obteñir le produit x', il y a deux 
passages de páp', et un retour de p' á P. 
II y a dans X trois successions de signes senoH 
blables et ^ deux de signes differens; U y a 
dans X' le méme nombre de successions de 
signes semblables , et une succession de plus 
de deux signes differens. Lá muItipHcation par 
Ja diSerence x — a, ouFaddition d'une racine 
positive y augmente d'une unite le nombre Jes 
successions de deux signes diSereua. 

- Ía65. 
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§ 265. Coinme le produit contiauel des bi- 

nomes ar-h« y x^b j or-f-c , x+d y 

difiere du produit contiauel des binomes 
X — a y X — 6, X — Cy x—d, seulement par les 
signes des termes qui contiennent des puis- 
sances impaires de Finconnue : on change les * 
signes de toutes les racines d'une equation en 
changeant les signes des termes qui contien- 
nent des puissances impaires de l'inconnue; 
les signes des termes qui contiennent des pms^ 
sanees paires restant les me mes. 

Corol. Si on multiplie le premier membre 
de la premiére cquaüon par celul de Fequa- 
tion provenue de ce cbangement, bn obtient 
une equation dont les racines sont les carres 
des racines de la premiére. 

JSx, Soit Fe'qualion xx — pfx+p^^=o; de 
laquelle on tire Fe'quation xx^p'x-+'p'^=o } 
produit x*+{üp'^ — p'^)xx-hp'^^==o j ou faisant 
xx^=^£; z^ — (pf^ — 52j9")j2:4-p''^=o. Si on fait 
sur cette e'quation le méme changement, oíi 
obtient une e'quation dont les racines sont les 
quatriémes puissances de celles de la premiére ; 
et ainsi de suite ; pour toutes les puissances á 
exposans egaux a quelques puissances de a. 

Rem. Si la premiére equation a toutes ses 
racines reelles , la seconde a toutes ses ra- 

Tome IL X 
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cines positivesy cu les ¿gnes alteraent dans 
tous les termes : si cela n'a pas lieu dai& cetle 
derniere equation , la premiere n'a pas loutes 
ses racines reelles. 

JSx. Soit Fequalion a:'-5»*-4-i5jr — i4=o; 
$oient changas les signes des puissances im* 
paires de x; on a — x^ — 5x* — iSx — 14=^, 
ou Jí'-f- 5*^+1 5a?Hr-i4=o. Le produit de 
celte derniere quantite' et de la premier e est 
«•+5x*-h85a?* — 196=0 } soit xx=z j 
«'•+-5z'-h86z^ — 196=30 j cette equation n'a 
.pas toutes ses racinés positivea, done | la pre- 
miere n'a pas toutes ses ^racines reelles. 

$ a64. Une equation etant proposee ; od 
peut toujours la ramener a une autre e'quaüon 
dont les racines difi%rent de celles de la pre- 
miere d'une quantite donnee e^ 

Ex. SoilPequation ar'— -/>'«*-+-ya:— jjw'iso. 
Soit fait x=z-4-^ } ou z=x — e j on aura une 
equation en z dont les racines différeront de 
celles de la premiere de la quantite e. £n effet, 

x^=z^'+'5ezz'+-5eez-+'e^ 
p^x*=p'( zz-^aez+e^) 
p'^x ==p"{ Z-f-e) et partant on a: 

,pQur abreger ,, soit cette . derniere equation 
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i{:*-+-pfj6*-+-p''zH-p'''=50. Le dernier terme p"^» 
proyient de l'e'quation proposee en substltuant 
dans celle-ci ^ a x Le terme P'^ provient de 
p^'^ en multipliant chaqué terme de p''^ par 
Fexposant de e dans ce terme ^ et en divisanl 
les produits par ^. Le terme p' provient de P'^. 
en multipliant chaqué terme de l^' par Fex^ 
posant de e dans ce terme , et en divisant les 
produits per 9^j enfin le ooefficient du pre^ 
mier terme esl Funite , et on Fobtient aussi 
en multipliant chaqué terme de P^ par l'expo* 
sant de e dans ce terme ^ et en divisant les 
.produits par 5^« 

Generalement , soit Te'quation 
n n-i n-si «-5 »-ii _»*x n 

K *•//* +y^* -y* ..•+/> X^+P X±^p 



Soit fait x=:z4-^9 et soit p 

n »-i Ji-2 1^5 ir-ii it-i H 

« -j-P^« +I^'« +P'''« .t.+P «^+P «+t waj 

Tequation qui en resulte. P" provient de la 
premiére e'quátion en substituant e^, á x; P**"^ 
provient de P" en multipliant chaqué terme 
de p* par Fexposant de e dans ce terme , et 
en divisant les produits par e j P"*^ proyient 
de p"-* en multipliant chaqué terme de p*** 
par l'eiposant de e dans ce terme , et en di-* 
visant chaqué produit par ií«j p«^»« provient 

X a 
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de P*"" en multipliant chaqué terme de Pn-it 
par Pexposant de e dans ce terme , et en di- 
visant chaqué produit par 5e; et ainsi de suite^ 
jusqu'a ce qu'on parvienne au coefficient du 
second terme ne-^-p^ j puis au coefBcient du 
premier terme qui est Funite' : si e change de 
signe , on changera le signe de chaqué puis- 
sanee impaire de e : cetie regle decoule im- 
me'diatement de la formation des puissances 
du binóme. 

'Ex. Soit a:*— j9'x'H-j9''jc'*— p'''a:-f-i>'''===0. 
Soit Js*-+-p'js'+p''2''+p'''jz-f.piv=o, Tequa- 
tion qui provient de la substitution de z-jre á x. 

1*. Soit x=«+^ 2*. Soit x=:z—e 

piv=«*-/)'«'+/>^tf2-//"e+/)iv f^rze*^p'e^'k'p'^e^'^p"^e+p^ 
p'''=4^5-3/)'e3^2y'e-y v'''—{^e^+Spfe^+iip"e+p'") 
P''=: 6^3— 3y^+/>'^ V"=6e¡i+3p^e+p^' 

P'=« ' 4e-ly p'=-(4«+/)') 

P^=l . ?*»=!. 

$ 5266. De 1¿ , on peut toujours ramener 
une equation an'avoir point de second terme. 
Four cela, soit divísele coefficient du second 
terme par le degre' de IVfquation , et soit subs- 
tittEe >a rinconntie une autre inconnue aug- 
me^teeou dtminuee de ce quotient suivant que 
le signe du second terme est — ou -H. 
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Ex. Soil jp»-6«a4^iijp-%=Bo; i soit£aiil Jt==2-f-2 5 
ojk obtíent «« — ^^ =o. 

Soit 4r*-|-8*'-iox3-io4jf-f-io5=:50- Soitar=;s-2»^ 
onobtient «* — 34^^ -j-225=o. 

Oa peut aussi chasser ud terme differeDt du 
second, mais pour eela^ on doit resoudré une 
equation d'un degre d'áutant' plus áevié qué 
)e tertne qu'on veut chasser est plus elóigatí 
du premier ; «n particulier , pour chasser le 
troísieme terme , on doit resoudré Fé'qua- 

m m — 1 m — i ,/ ' ' 

§a¡6Gf Lorsqu'une equation est. degagee ^'ua 
de ses termes , par . exemple du. secpnd^^ on 
peut conceyoir la place de ce terme ^ precede^ 
de Fun ou de Fautre des deux sign^-^oumrí 
et de U^ on peut quelquefois jugec si une 
e'quation peut avoir tomes ses caeines reelles^ 
ou si quelques-unes d'elles sont^ imagiqaicesc 

"Une equaüon etánt di^agee de son second 
termé, si le signe. du troisiéme terme est -f-<^ 
les racines de cette equation ne peuvent pas 
étre toütes reeüds. En effet , les ' signes des 
termes qui suivént le trobieme réstant les. 
mémesy les déux successions de. adgoies de» 
troísl.premieirs. termas -+• -H -t-, -+• •— •+•>* 

X 3 



doDDent des nombres {negauY de racines po« 
sítives et de racines negatires de rcfquatíoni 
done ^ les racines ne peuve&t pas étre tontea 
reelles. On peut t^onfirmer cette consequence^ 
iiree de lasuccessíon des signes^ par des con-^ 
sideVations relatires k la nature des coefficiens. 
En effety dans une e'quation qui manque de 
second terme , la somme des racines posiüves 
el |a sorame des racines ne'gatives sont egales 
entr'eUes ; ou la somme de toules les racines 
est zero, et le carr¿ de cette somme est aussi 
Kero. Op, ce carre est composé de la somme 
des carrés de toutes les racines et du double 
de la somme de leurs prodnits d«uxideux: 
donc^ la somme des prodnits des racines deux 
¿ deux est égale a la somme des carres de 
tomes les racines prise ne'gatiyement. Mais^ 
si les racines sont toutes reelles, le carré de 
chacune d'elles est positif ^ et la somme def 
tous leurs carre's estpositiye; donclatomme 
de tous les produits deux á deux €st negatire; 
done y l«s racines etant toutes reelles , le d^ 
gne du troisieme terme est — . 

JEx. i\ SoiiYéqaaúon x^+6x%iBx+iérs¡sb^ 
Soit ^te' le second terme en faisant xss=z — a j 
on obuent z'-+-5ie=o. Les ^raleurs de z dans 
ifMJie equation soút o^ i^^-*-5j et les Taleurs 
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cite X sont -*-3, — a+j/" — 5; ensorte que 

«'h-^*'H-i 5afH-i4=={aH-»)(**-Hfc*+7)* 

a", Soit <c'-6x*-f-i5»-i4=0} soit ar=£4-a ; 
on 9> je'-+-3je=30j yaieurs de Zy o,Hhj/^-*-3}: 
valeurs de « » a ^ aij/^-— 3 ; 
*'-r-64r'-+-i5jc — 14=(« — a)(íir« — 4«4-7)# ; 
3% Soíi íc*— 8af'-+a5«*— 3Baf4-ai=s=o;. 
Sí. les q^atre racines de cette eqiiation »obI. 
réelles, elles sont tomes positíves. .Soit .ói4r 
le second. terme, en faisant :cs=:2+a ; oo ob«' 
tient'jz* •H^zz4-i==(x«4-«-4"i)(«5:^^-4-i)====0*^ 
Daos cette cíquatipn , les valenrs de i^ -^ootf 
toutes imagioaire^ ; done aussi toutes les varr 
leurs de x daos Fequadon proposee .sQ&t ic<)a^ 
^nairesj on a^ ^ , : » 

«*-^a?'+a5arV36ar+ai=a<«i»^3*+3)(¿r¿r-5«^h^ 
. $ a67» Une equation etant proposee ; on pe^tv 
toujoursla transformer en ui» autre doot leSi 
racines taillent un nooibr^ proposé m de fois- 
les racines de la premiere» 

Soit, par exemple j x^-^p^x^^p^x--p"'=o i 

soit fait y=imxj ou ar = — yj on aura 

91 Til m 

bu>^' — mpy^'+m^p'y — m^p'^'=so. Le coeffi- 
¿ent du second terme de cette equation oti' 

X 4 
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lá 50mmé de sés racines vaut <m fois le caeffi- 
cieDt <Iu seeond terme de la premiére ou la 
sómme de ses racines. Le coefficient du troi«- 
fiieme terme de Fe'qualion eñ y\y ou la somme 
des produits de ses racines deui a deux , vaut 
m* fois le coefficient du - troisieme terme 
de Kéqtiatíon en o: , ou la somme des pro- 
dúT^^ de 's^ü ía'oihes deux a deut. Le qua- 
trióme* 'terme de Tíqüatioh en j^, oule pro- 
duit eontiniiel de ses racines, vaüt'm' fois le 
quatri^dke' terme de Fe'quation en x óu le 
pfoduk oontiriueL de ses racines : il en est 
de 'mémé pour toute autre equation, 

' § 968; Dans la maniere dont noüs avons ex* 
pose' l'origine des equations, elles se présení- 
téñt^ compe ayant Tunite^pour coefficient 
dü premier terme. Si le coefficient du pre- 
mier tei^mé n^ést pas Tutiite', on peut toujóúrs 
ramener Fequation a une autre dans laquelle 
le coefficient du premier terme soit Funite , 
€í!n substituant a IHncomiue^ine autre íntonnue, 
divisee par le coefficient du premier terme^ 
Soit, parexemple^ j?wi:'-p'»^+/>"a?-p"^=Oi 

y \ 

soit fait • x=S' — y on aura , 



m 



m w> tn ■ 

ou y* —JpY + mp"y—M'p"' =0. 
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§ a6g. Lorsqu'une equation a des termes 
firactionDaires , on peut la degager des frac*^ 
tions en mtiltipliant tous les termes par le 
prodúit eontinuel dé leurs dénominateurs. Si 
cette operation ÍDtrodtHt un coéfficient aa 
premier terme , on pourra le chasser par le 
§ precedent. 

Soit, parexemplé^ a?Vv-íiP^rh— ^-~-==0.; 
. * m n r 

on a aussi mnrx^''nrp^x^^p'^mrx-'p"'mn^==o., 

1 

Soit x= y; y^-nrpfy^-^ff^m^nr^y^m^n^r^jf^'^sao.- 

mnr 

Celte equation est degagee de fractions et son. 

premier terme a Funite pour coeCBcient. 

$ 370. On convertit une equation en une au- 
tre dont les racines spnt le& inverses de celies, 
de la premiere y en substituant á l'inconnue 
le quotient qu'on obtient en divisan t le dernier 
terme de l'equation par une autre inconnue.; 

Soit, parexemple,íc' — p^x^'+'p'^x — p'"- 
soit fait x= — ,•' úa a¿ / 

y 

fffs ni 9 ni 

—8 — p'- — r'^P • P =05 
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$ 971. £ ^ est uxte racine de l'equatión 3t ; 
dans Fequ^tion Y^ próyenue déla substilu-^ 
üon de j^+é a or, le dernier terme e'vaoouic^ 
«t partant, une des valeurs de y est zero» 
í)ans le méme cas , si dans l'eqaauon xTin-* 
connue a deux valeurs egales k e , y a deux 
valeurs egales á zero ; et partant , dans l'e-*- 
quaüou Y y tous les termes sout muldpUes 
par y^ ; done , les deux derniers termes éva« 
nouissent I'un et Pautre, et partant, le coeffi-^ 
cient dé l'avant dernier terme de FequatiOn T 
est áussi ze'ro ; on a ' done , 

n »-i n-i , w-a , n-r^ „ n-5 , n-ii -^ n-i 

et puisqu'on suppose jv=^ ; ón a aussi ^ 

^ Cette equation est d'un degre' inferieur ¿1 celui 
de Fequatioú. proposee« 

Ainsi, dans une equation cubique , 
»*— y*'+/>"jrr— /)'"=o ; si Tinconnue x a 
deux racines egales , on a aussi l'equatión 

5«^-ap'«+/'=0J qxii doane ^ ^'^^^^'"^^9 > 

de méme y dans Tequation du quatrieme de- 
gre X*— pVH-yV— y''¿r4-j>»^===o i si a? a 
deux valeurs egales entr'elles , on a aus^i l'e-* 
quation , 4x' — 5p'»*+s¡p''íc~p'^5=o. 
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En cffet , 8oít Ic premier membre 
íc*~/iV+p''x— y'j divisible par {x—ef^ et 
soit le quotient x — q' j on aura , 
»'-^(íae+5r')ár*+(2^Sr'-f.e^x — eeg's=:o*y de U^ 

OB a les trois equations üeq'--i'ee=p" 

^^^ =ji . 

Des deiUL premieres on tire : '5ee=i%pU-p^ j 
t)U 3e¿ — ap'e-f-j[?^'=.o ; pártante si jc a deux 
valeurs egales á e , on a 3a?¿c-— 2p'x-Hp''=o. 

De méme , dans Fequalion y 
x^ — p^x^-\-p"9í^ — y''x-}-/>'^==o j que « ait 
deux valeurs egales Fuñe et Tautre á e. Dans 
Féquation Y, les dcux derniers termes e'va* 
nouissenty et partan!, 4¿*-5ye'4-3j>''<?-3p'"=oj 
ou 4*'— 5yx^-4-ap"a? — p"'==o ; et partant , 
la determination de la possibilite' de deux ra-r 
cines egales depend de la possibilite que Te* 
quation propose'e et cette demiere equation 
aient une racine commune* 

En cffet , que le binóme {x-^éf , soit un 
diviseur de Tequation proposee ; et que le- 
quotient %fHX x^-^q^x-^q^. 

En egalant entr^eux les coefficiens des ter- 
mes correspondans de l'équaúon proposee et 
du prodiúty on obtieni: 
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De la seconde et de la troisieme e'quation 
soit chasse q'^-, on a, 2e'-h3^«^'=fl<?/X^ — p"^ 5 
combmant cette. equalion avec la premiere ; 
OH a, ^^=3eep'-2ep'^+p"^ 5 ou ^s^5eép^^2ep"'p"^- 
ct partant, si ar=e, 4x'-3ya;^+2p"x--p^'^= 
JPartant , si a: a deux valeurs e'gales entr^élles , 
Fuñe d'elles est commune á requation propose'e, 
et á Fequatioil 4x' — Sj^V-f- 52p-'a:— y'^== o. 

$ 5272. La composition des equations dí^ve- 
loppeé daDS le $ aBg est la pltis simple et 
la plus fecónde en conse'quences ; aussi cher- 
che-t-on á ráménér á elle les autres hiáiiiéres 
dotit bn peut concevoir leur origine. Je vais 
eti dbnner un exemple , tire' dé la cómposi- 
tibii des equations daris les sotnmes des puis- 
iánóe's de leurs racines, en montrant la liaison 
qui regne entre ees sómmes, et les coefficiens 
deis ^equations conformes a leur origine deVe- 
loppe'é dans ce í^;, ' I ", '. : /í :" j. ; \ 

Soient q'y q" ^ 4^ v^ í^"*, ^V les 

spmmeá des puissaQce$[des racines d'üne equa- 
lion, dont les esposan^sopt, 1,3,5, 4:-..ií-ly»> 
respecUvement. J'aíBrme qu'qn a > . ; 
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En effet, dans Fequation , 

soit substitue á x chacune de ses yaieurs y et 
soit pñse la somme des premiers membres de 
toutesles equations qui en resultent; on obtient 

conforme ment á Fassertion. 

Soit mulúplie le pr e mié r membre de Fequation 
propose'e x'»-/?'a?'*-*+p''a:»-^.. .-fp*-*ar¿p*i==o j 
par une puissance quelconque x^ de x, soit 
/24-r==m. Dans Fequation qui en resulte soit 
faite la memez substitution et la méme addi- 
tion que pour le cas prece'dént , oñ obtient 

II reste á developper le cas ofi les exposans 
des puissances sont moindres que le degre de 
Fe'quation. 

Soient p' , p" , p'" , Pxv !• . . . P^-" , P^-* , P^ í 
les produits faits avec les n racines d^une equa* 
tion et une de plus que je designerai par a ; 
dont les dimensions repondent aux Índices de 
ceslettres. Soient aussÍQ% Q^', q"^, Q^^...Q^"^,Q^) 
les sommes des puissances de toutes ees quan-* 
ütes dont les exposans repondent a ees in-^ 
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dices. Soit m un exposant plus petit que 7|«. 

Relativement a requation , 

x^ — jp'x»-* -4-p'^x'»"* ^p^'^x+p^=:o I 

qu'on ait demonlré Fequation , 

pour une valeur quelconque de m plus petite 
que n ; j'affirme qu'on a aussi Fe'quation , 

Par supposition: 

M m M-i m^i li-ii m-2 H-i M 

Dans la premiere suite soient substltuées a 
jp' > P^% P"^ • • • •P'*^S P*** leurs valeurs tirecs 
du § 269. On obüent ^ 

OU Q«-.p'Q«-^+p'V-"»-+í*"'Q'+mp^ 

Mais ^ par supposition y le coefficient de a 
cst zeVo, Done , 

De 1^ , pn peut e'tablir la proposition 
genérale^ 
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En effet, pniñque pfszq' ^ p'q'7ssqf'zst:gff^<¿pff^ 

done, g'^—p'q'+2p'^ =36 

Delk, q"'^pY+p'W-¥" =0 

et géneralement, 

$ 373. Dans les §§ a55 — 267 , les equations 
relalives a plusieurs inconnues ontpu aisement 
étre ramenees a une seule : mais , le procede 
particulier a la natura des conditions enon^^ 
cees qui a éié employé , n'est pas susceptible 
de generalisation. Lorsque toutes les equa- 
tions sont du premier degre ^ on peut deter- 
miner immediatement chaqué inconnue ; mais, 
la question est ordinairement plus compKquee 
lorsque les equations sont supeneures au pre^ 
mier degre. On a trouve' difierens procedes 
pour diminuer successiyement d^une unite' le 
nombre des inconnues , et pour rcfduire toutes 
les equations a une seule renfermant aussi une 
seule inconnue ; ou pour j¡éliminer toutes. les 
autres inconnues : je vais esquis^er la marche 
de Fun d'eux, en debutant par des exem- 
ples simples , et en supposant d^abord qu'il 
n'y a que deux equations et deiix inconnues* 
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Une equatlon complete du secónd degré 
a deux inconnues contient, les carres des deüx 
inconnues y le produit de Pune par l'autre , 
leurs produits par des quantites connues, 
et un terme connu. t'^artant, cette équatioa 
est de la forme xx^axy^X'\-cyy-\-dyJ^..€=:ú* 
Pour abreger, solt ayJ^.b=p'y cyy+dy'i-€=p"^ 
on aura , xx-^p' x+p'^=:o j de méme une se- 
conde equation du second degre entre les 
mémes inconnues est generalement de la forme 
xx-^q^X'+'-g'^^o j on demande d'eliminer x 
de ees deux equations. Sok P la premlere de 
de ees e'quations , et Q la seconde. Du pre-^ 
mler membre de Fe'quation p soit retranché 
le premier membre de Tequation Q , on a 

On pourroit substituer á x cette valeur dans 
Fuñe ou dans l'autre des equations P et Q, 
mais le vesultat se presente plus promptement 
80US une forme syme'triqüe , en cherchant une 
autre valeur de x par les equations P et Q, 
on a, x{x'+p')= -p'^ 'y x{x^qf)=''q'^'y et de la, 

Soient egalées entr'elles les deux valeurs trou- 

ve'es 
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tees de x , on obtient (/'-/)")^=(/-íO(/'''?'y í'')i 
et partant ,. une equation en y seuJemjQnt» 

Rem, j.**. Si les equatloos proposeea P et Qj 
sonl seulerjaent du second degre' relalivement 
á cliacune des inconnues x et j^ , Fe'qua-^ 
tion fin ale en y ne s^eleve pas ^u~des^us dvv 
<juatrieme degre, 

Rem. ¿ *• Le proce'dc pa^r lequel on a e'li--' 
miné Xj est indépendant des dimensions de jr 
dans chaqué equátion; mais Féquation en y^ 
est d'un degre' d^autant plus eleve' que les ter- 
mes p^ q^^ p"y q'\ contiennent d^s pulssance^ 
plus ¿leve'es de y. SI p" contient , par exem- 
ple , la 3"*, 4°*, 5"* puissance de y, le terme 
{p'^ — q'fy conúendra a cet e'gard la 6"**, U 
8"% la lo"* puissance de j^ > «í Tequatioa 
en y sera á cet égard de ees degrés respec-- 
tivement. 

Rem. 5"'. Que xx ail dans chaqué équation 
des coefficiens p et q , qui soient ou non des 
fonctions de y. On a , pxx-^p^x-\^p'f:=o , 
qxX'\^q^x-^q"^=o. Pour chasser xx soient ren- 
das e'gaux ses coeíGciens, on obtiení parla sous* 

tractloa x[p^q'Pq'W{p^^'P9'')==^\ "^y^^* 

Des equations a?(pA:4/>')=aes^'', »(í^+90^^-í''í 
Tom0 II T 
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de lá, ipg''-p"qr^p'g-pg')(i>"g'-pY)- 

51 • Ex. Soient deux cqaations dans les- 
quelles une des inconnues x ait trois dimensioDS. 
Ces equations sont x^+p'x^'+j)'^X'+'p'^'=o. 
íc'-4-9'x^-f-5"a?-+-5f*^'=o. Des membres de la 
premiére equation soient retraacfae's ceux de 
la seconde; on obdent y 
(pf—^)x*^p''-g'^x+p"'—^"^=o. 
Les deux equaüons P'etQ, donnent^ 
x(xx+p'X^p'')::=^-p"'i x(xx+g'X+q'0^^"'i 
de lá , ^\xX'+'p^X'+'pf^y==^f{xX'+-q^X'^q'f). 

Partant , les equations proposees qui etoient 
du troisieme degre' relativement k x sont ra- 
menees ¿ deux autres qui sont seulement 
du second degre relativement á la méme in- 
tonnue; sayolr, (/ V)*^+(p" V)*+(p'"-S''")==Or 

On pourra done (par le i*'. ex. Rem. 3"*.), 
eliminer x de ces deux equations. 

H&m. i'*. Que les deux preniiers termes x* 
'des deux equations proposees aient des coef- 
ficiens p et g ; on chasse x^ de Tune et de 
Fa^tre, en rendant egaux ces coefEciens. 

Rem. 2 *• Si une des equations est du troi- 



Ghafi'^hb XX. S5gf 

stéme degre quañt k x^ et di Vautre etjnatioa 
est seulement du second degre quant a lá 
meme inconñue ; on malüpliera par x la se-^ 
conde equaüon , et le procdde sera le memo^ 
que pour le premier cas. 

On procederá de méme^ pour ramener deux 
equations du quatrieme degre quant a une 
des inconnues x , a deux equations du troi-* 
sieme degre quant á la méme inconñue} et 
en gene'ral, deuf ¿quations entre déux in-i 
connues, et d^un certain degre pour Tune 
d^elles y e'tant propoáees, on peut tou}ours les. 
ramener (par le proce'dé prece'dent) á deux 
equations entre ees inconnues d'undegre'^in- 
férieur d'une unite a Tegard de cette inconñue^ 

§ 274. En suivant le meme proce'dé y on di^ 
minué successivement d'une unite le nombre 
dea inconnues et celui des equations donnees* 
entre ees inconnues. II me suffira d'en ex^ 
poser un seul exemple relatíf k trois equations 
et k trois inconnues, qui sont chacune du 
second degre' pour Tune d'elles x. 

Soient ees trois equations , 
Pi==ycx-4-/?'a?-f-/>''==o y <í=^xx-\^^X'\^q":=so , 
»;=Jca?-+-/;r-f-r"=o, dans !es¿[uelles ^ 

P ^P' j 9% 9'S '^^ ^S sont des foncUous de^ 
deux autres^ inconnues y ^x, z. 
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Des membres de p soient retranches les 
memblres de q et de r; on a^ x{p'"q^)=q'^-p*^i 

Des «quations P el Q soient tirees les equaúons 

p'+x p" 
xip'+x)^-p% »(3'+«)=-5r"} de Iá,^=^» 

des equaúons P et R on tire , íifs=^- — -^=- — j 

et déla, (r''-p'0,(/>''9'-pV'')=(/^'''^y'^0(g''yO- 
On a done deux equ9tions entre des fonctions 
de y ét de z , et partant|, le cas de trois in- 
connues est reduit au cas de deux inconnues 
tfeulement. 

Je crois devoir me contenter de cette ex- 
pósitlon de la possibilite' de dimínuer succes- 
sivemeñt le nombre des inconnues et celui des 
equations, et de ramener finalement un nom- 
bre quelconque d'e'quations entre le méme 
nombre d'inconnues^ á une seulé equation 
contenant une seule inconnue. 

Ce procede geneVal admet souvent des sim* 
pli£cations dans des cas particuliers : je vab 
l'eclaircir par quelques exemples. 

i"". Trouver deux nombres en connoissani 
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la somme de leurs carres q" , et la somme 
de leurs cubes q"' . 

Soient les nombres cherches x ety. 

fif ais puisque , xx=q"^yj^ j «= ^ „fj_ ^ ; 

de líL,; (tf'"~J^')''=(?"-^xr)'* Oa auroit au««i 
obtenu cette equation en carraút 1q& mem? 
bres de Fe'quation \íir'=5r"'— j^' , en cubant 
les membres de Pequation **=== j?", — ^^ j, et 
en egalant enlr'eux les deux seconds memí)res^ 
Rem.^n exprimantles^cleux quantites checr 
chees d'une maniere symetñque par leur ^pmnie 
étpar leur diffe'rence, on de't^rmine la s.omaié 
par une equation du troisieme degre'se.uleme,nt. 
On a , aa?(ara?-f^5jrjK)=y'", ^(¡xfx-^jyjp^q^''^ 
ou 6x(xx+yy):==:5q'*x i d^óü Pon tire , 
4¿^'=¿5g":r— y'*'.-' ' - '' -^J - '>• • ' • -^ ^ 
' arV Trouver deux* nombres jir ety en con^ 
fioissant la somme de léurs cubes q*^' y étla 
somme de leurs - qüatríeines puissances q^^\ 

Cond.í ... «=5L_-Z-. . 

Y 5 



(?''^— ^JK')*=(9*''— J'*)'- Ceité equation est du 
douzieme degre j la somme des nombres cher- 
ches est determinee par une equation du sixieme 
degrií. 

' 5*. Trouver trois nombres en eonúobsant 
la sotnme ,<¿ , du premier et^ du jsecond ,• la 
soqalire- (f des carres du second et du Iroi- 
«i^MfeV «t la'Somme ^ des cubes du troisí^iiie 
«l'éÉr preihvér > .:» - . 

'^ "Óñ \ les e^uations, ar+j'^ry' ; yy+rr=^ , 

l)e l'equation du premier degf e x;^y=j^\ y 
solt tipee y==y'---A;j et ,soit substit^^'e qettc 
vaieur de ^ , o n a, (g'W^ -«)y=(í7'''-^'r J 
equation a uoe -se^Ie inponnue, : 

4''. Reduire a une seule equatipn ^ Ij^qej^ul/e 
jnc9im.ue le^ t^o^s pflv<s4Áo»ft ^«^^wy-^yXr^^ } 

etant á^ qu^ntit^^^^nj^/^. , ^ ' .,?, ^.: ,• 

Sousirayan^ V\m de Fautre les inembres 
des deii^ premieres équations; on obtient^ 
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iiy-bz . 

Des deux premieres equations soient tirees 
les e'qaations.x(x-a>')=/-j;y^ x(x-bz)^=m^zz; 

X — oz m — zz 

x(m—zz)-~x(l—j^y)=:qy{m—zz)-bs(h-yy)i 
^may^z--yz{az-^by) ^^ ^^ : ;. 

FartajDt^ on a deux equations entré Ie& deül 
inconnues y e% z seulémciít ^ et i^nt^óünU^ St 
est ellminee. 

$276^ La composiüóh ¿es equations d¿ve- 
loppéé dan* les 5^357-259, est íé fonde^ 
ment de la recTierclíé de leufs racínés eñ^ 
tieres; éh effet, le dernier lerme etaút le 
produit des' racines ^ si quelqu'une d'elíes esf 
entiere , elle doít se trouver parmi íts dlvi- 
seurs du dernier terme. 

i**. Exemp. Trouver trois nombres dpnt la 
sommé est 10 , dont la somme des produits 
deux ii déux est 3i , et dont le produit con- 
tinuel est 3o^ 

On a Tequation x=»* — i95ir*-f-5iji?-5o=iío; 

Y 4 
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Cétle .equadoü ne peut avoir aucui^ ráeme 
reelle negátive. Diviseurs de 5o, 3*^^^ ^^^ ^^t |* 

" ' " . ar=:i j x=i^— i<H-5i— ^50=— 8 
afí=:ía; x==^8^— 4o4^6a*^5o== o* 
JDotiCi 2 est une des valeurs de /r» 

Soit divise le premier membre de :£ par ar-9 $ 
fen a pour quotient xx — 8x-|^i5=(«-3)(x-5). 
Done , les trois valeurs de a? sont 2,5, 5 ; 
eaeSet, 2+3+5=io; a»3+a.5-f'3.5=s=3i ; a.3.5=±5o. 

. ifv-Sx» Trouyerirois nombres dont la somme 
ést 9, dont la somme des earres est 85, el 
oont la sonóme des bubes esjt 44l. 

D^apres ]es formules du $ íiyd y cette ques-* 
tion est reduite á la pr-ece'dente, on trouvc 
que. b^ sommé des trois npmbres est 9; la 
somme de leurs produits 4eux a deut est — 1 : 
el leur prodult continucl . est — lo5 , on a 
dono r*e'quation re'— ^gx ^ — x-\^\o5^=^. Dand 
cette eqH^tion , si toutes les rapiñes sont reelles^ 
il y en a deux posiiiveset^ne ne'gative $ a6a» 

JJiviseurs de loa . » * L > - ^ > . ; -'^ x.» - 
ICO 55 33l' 16 

í Faisant ares: — 5 , oií a .x==oj divisan! par 
íff^5 , on a le quotient a;x-iaa?+55=^(x-5)(»-7)» 
t)oac I les trois nombres cherches «ont | 
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«-3y +59 +7 ; et les sommes énoncees daña 
la premiere el dans la troisieme condbtioa 
doiyent étre converties en differeñces» 

3"*. Ex. Ti*ouvei' deut nombres dont la dif* 
ference est laj tels, que le produit dutjárré 
du petit par le grand soit i 35. 

Soit le petit nombre x^ le grand sera la-f^; 
produit xx(X'+'li). 

Con(í.,x'^}f2x^=i5S j Qu «•+1 2x^ *-i55f=9* 

•»H* • t t^r '1 3 5 Q . - 

Piviseurs de ido.*., ^rf ^n > \* 
I ii35' 46 27' i5 

Puisque le pfoduit de grandeui^ donnee est 
írx(flp-+-i!a), parmi les quátre paires de fácteute 
du prodüit donné i55 , on doit cfaercfaei^' céBié 
tjui est composee de maniere '^ue Fun d^efut 
est un carre ,'et que Fautre en surpasseiá 
racine de 19 uúités ; la quatríeme páit^ ^ 
et i5 , est la seule qui joüit decelte prdpríe'fe^; 
on a dono, *=*3# *+i3=si5. Soit divisé 
»*4-iáx** -135 par x — 3, on apour qüotiiént 

Ces deux demieres valeurs sont negatives^ 
et elles repondent á la question daos laquelle 
le nombre donne la est la spmme et non la 
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difference des deux parties cherchées* En effet^ 
qu'on propose la . quesüon | parlager 12 en 
deux parties^ telles^ ^ue le produit da carre 
de J'une par Fautre^ soit i35^ on a Fé'quaüon^ 
arx(i$í^-a?)=í35, ou — x'-t-iax*— j35=o j 
qul est la mém^ que ar' — T3iíc*)f- 4.j35==o^ 
L'equaüoa — x'HtI 2x^—1 35=p^ difere de 
l'equation x'-t^iax^ — i35=o, seulement par 
le signe de la puissance ifaapaire x' de x; 
fet pártante les* váleurs de x daris ees deux 
e'quations ne*diSepent que par le signe* 

Que le produit donne au lieu d'étre Í35 
soit .648. Les, .^vbeurs de 646 sont y 
r.X; ..a: 3 ,: ^ 6 8 9 la 18 a4 
5f^¿3p4' 216' i¿a' iqS' 81' 7a' 54' 36 '^ aj 

%4^r'ffi\;ih ^ paira. ^ de i^c^ CsüCteurs dom Fun est 
;MioC4rré et dont> Tautra ,st|rpasse de lá la 
|raciin^ de. ce carre' est, celje. qui e§t composee 
^ieé/acteurs 18 61.36} álaqu^Ue reppxiid x:===6» 
IKvisant ;»'4-aax^^3f -^-^£48 par x-rSi pa 9 
ppuf quqtiept.xfTlT^8^H^Jií>8 qui.n'a aucun 
facteur r«el; parlapt^ . la valeür x=6 est la 
éfixAe qui re^oiit la-question;j et elle la re^ut 
dans le sens propre de Te'nonce'. Les autres 
vhletírs de X , etant Imaginaíirés , savoir 
"^9Í3í^ — 5 ; apprennent qu'il ést impos- 
sible de partager la en deu:s parties ^teHes, 
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que. le produit du carre de Fuñe par l'autre 
soit 648. 

4"**. Ex^ T^ó^Yer deinc nombres dont la 
difference <st 6^ et dltol la ^ommé des cubes 
est i456. -i . 

Den. Sommie cherchee des deux nombres, a^* 
N(/mVcí fcWches,^r-+-3yx — 5. 
Soiüfnc des ¡ptibiés , áaJ(xx-^2 'j). 

Cond.:^x{xx^2j)=:^x4s56u 

Red. *'*.,T+-?^7*TT7fí8r=9-.; ' 

' ' 728 564 183 iq4 91 b6 52 29^, 

Si le probleme est resoluble en nombres 
raüonneIp^,^Qn doijLprendt'e parnii les divi- 
seurs plus grands que 27 ^ ceux qui surpasv 
sent 37 dVn nombre car re; et Isj raeÍQe. da 
ce carrrf doit étrc le fecteur qui appartrent 
a la méme paire. Ceite remarque pardculiere 
conduit immediatement a lá' paire de fácteurS 
8 et 91 : sóit divise J?*"3f -+-á7Á?-7a8 par'jr-.8V 
le qüotifeiyt ítrÍH*-8ár-+<gtf'ii'ádti\et aucuñ fac- 
teur^ ttíél:*Nonibfe¿^ch¿fcHes' íí -et 5. ; 

5**1 JBJtl TróuVer deüx nombres dont tít 

somnié ést'iii, et doioit la difierence des cubes 

esi.aig; /^V '.-.'■ '. 
11 '-¿i i'\ . i •.*•' 
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Den. Difierence cherckee des deux nom- 
bres , HJir* • 

Nombres cherches, 6+*, 6—-^* . . 

Differencje de leura jciibes ,. %»{\oZ^'-\-^x). 

Cond. aJ^(io8-Ht?*)=ai8. 

Red. ^(io8+*Jf)r=sio9} ,ou ^•+108^-1095:^0^ 

Le nombré 109 . est: premier y tX l^ seulc ya^ 
leur de x est 1^ Nombf:es qhexph^s. 7 Ct 5*. 
6"**.^ Ex. Trouver qúatre nombres en pro- 
gression geometri<{ue én connoissant la somtne 
des extremes 84 ,* iet la d^erénce dcsímOyeDs Í8. 

Dérf. Som'mje ^ chérchfe'e . des ifloyepiu. '%^í 
Termes moyens , ^"+-^> * — 9» 

Terpi^s , extreme? , , , ^ , ■■ , . ^,, > 
Sommé des extremes , ' '.. ' 

¿ií¿t — 81 íCíc— 81 

: • . '. i .1: . .1 ' :v^:*r .i . 

Red. x^^fi^5xz:;:zát2xx — 54oa • ^ . ,, . 
áV-42a:a?-jr-a43¿-4-54oa?=^ ;• ,., . ^d - 1 
^ Dans cette /^uaüojí^ > tpus.Ies A^n^^^^qui 
suivent le .pi;^j.^ri^^c(i:pr9's^ptent cc^i^i^e^^í^ 
risibles par 5; soit x=;=5j8s : on aur.arifcn'-.ittvi* 
sant par 27, i;^rrrTi4je^-+-a7z4-^?^===o,.^ .. ^ 

Diviseurs de 126 , '^> !L> 9 > ^» '^ • ' 
' 126 63 4a ai 18 i4 
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Une Taleur de x est 6; diyisant par £"^6 
le premier mimbre de Fequation , on a pour 
quotíent zz-Sr-a i=(je-4+-K37)(^--4-K37)^ 
partant y la questibn est susceptible dé trois , 
soIutions y dans Tupe desquelles 18 est lá 
somme des moyeos y et 84 est la difierence 
des extremes , en changeant les signes de Vnx\ 
des moyens et de Fun des eitrém^s. Ces deux 
questions sont en effet lie'es Tune avec Tautre 
d'une maniere intime. Si on cherche la so- 
lation dé la seconde qüestion ^ on a l'equatieii 

•4 — ' — ' =42 } ou »'4.4ajtiv4-5i43jr-54o3=x>;* 
01— ¿rx 

Soit change le signe de «^ on a^ 
' — x'-+4aara? — 243x — 34oa=ó , 
ou x^ — 42ara?-+-a45¿«r-|-34o2=o. 

. 7"*, Ex. Partager 36 en á^ parties , telles^ 
que, si on ajoute a la premiere deux imites ^ 
si on ote á la secoqde deux unites ; si on 
multiplie la troisiéme par 2 , et si on divise 
la quatrieme par 2 ; si on eleve la cinquieme 
au carre ou á la ptiissance dont Fesposant 
est ^j et si on extrait de la sixieme la racine 
carre'e , ou ceHe dont Findice est 2 j les six 
resultats qu^-Q» oblient soient egaux entr'eux. 
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jyén. Rcfsultat comftmti . < . xx. 
1. a. o.. 4, o. o. partie» 

XX 

xjf-a , arar+fl , — , ^xx , ir, «*. 

Sbomie des six patrien ^ íc*-h|ícar4-a?. 

Cond. ar*-4-|a(ríC-f- i=i=56 , ou , 
flíe*> H-gar*H-a¿r — 73=0. 

Dans cette ecjuation > tous les termes ex** 
cepte ^x^ se prósenteñt comme etant divisi- 
bles par s; done , si la question est resoluble 
en nombres enúers , on doit avoir x=2z ; 
de la 9 8jK*3f -f-gjez-l-z— 18=0. Une valeur 
de £ est 1 ; divisant par z — 1 ; on a , 
8z'-4-8jeje-hi7jsHri8=Oi dans cette equation 
les valeurs de z sont ne'gatiyes ; elle revient 
a l'equation — Sz^'+Szz — i7z-+-i8=o ; ou ^ 
Sz^ — 8jzzH-i7je-— 18=0 , qui n'a aucune rá- 
eme rationnelle. On a dónc en nombres >a- 
tionnels , resuhat commun, 4; et les six par- 
ties sont respectivément 3^6^39 8, 2, 16; 

^4ut exempk. Somme a partager, 333. 

8T* Ex. Trouver un nombre compose de 
trois caracteres 9 tels, que le caractére des 
dizaines est moyen drithméüque entre le ca- 
ractére des centaines et celui des unite'sj 
le produit continuel de ees trpis caracteres 



Chapitrs XX. ^5l 

est 162 i 81 a ce nombre on ote 694 00,0b- 
tient un nombre compose des mémes carac- 
teres places dans mi ordré renverse'. 

pén. Somme des extremes^ üs ; terme moyenj^ «; 
difierence des extremes, ud'y termes extremes, 
sJl^y8-di nombre cherche, ioo{«-|-¿)+io*4^*^; 
nombre compose des mémes caracteres ren- 
verses , «+c?fio«+ioo(ií-rf) y excfes du premier 
nombre sur le second, ggC^-f^'&QC^"^— ^9^^^ 
partant , cí=5. Caracteres du nombre cherche'^ 
«+3> Sy s — 3. Produit continuel de ees trois 
caracteres, s(ss — g), 

Cond. «(««-9)=i6ay ou a^^ -9^-162=0. 
Comme les deux demiers termes sont diyi- 
sibles par 9 , le premier terme doit aussi étre 
divisible par 9 ; done , « est un múltiple de 3; 
soit «=3«' ; on a , s\a'a' — 1)=6. Diviseurs 
^® 6> 6' 3 i done, «'=2, *=6. Termes 
extremes , 9 et 3 j terme moyen , .6 j nombre 
cherché 963. 

§ 276. Lorsque le demicr terme du premieif 
membre d'une equation a un grand nombre 
de diviseurs; on peut diminuer les essais 9; 
faire sur chacun d'eux. Je vais exposer dans lea 
deux §§ $ulvans deux de^ moyens qu'on emploi^i 
pour cela. 



SoiíX=x+p'x +p''x + p x^^p x+p 

le premier membrc d'unc equation dont tou$ 
les coeflBciens sont cntiersj et soit af+a un 
bitiome duque! on demande s'il est diviseur 
de X. Soit le quotieñt , 

Soit prís le prodmt du diviseur par le quo^ 
tient; et soient egales les termes du produit 
aux termes correspondans de x j on doit avoir 
toules les equations y 

5»-' a =y'' ; de 1& gr»-» =^ 

jw-n a+q^-^ =y-» gr*^-" =í^ ^ 









a 



Parlant | 
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partan! , toutes les quantités suocessive% , 

doivent étre divisibles par a^ Ton doit outrq 
ceU avoir requaUoa ^- ==p — a i o\í ^ 

Si le binóme diviseqr est xr^!*a , on óbtient 

les mémes equations en presentant x sous l^ 
forme , 

et le quotient sous la forn^e y 

Ex. On demabde si la quantite ^ 
»'-r-iiw*+58ar"— 46x^-+-38ar— 4o, est divi- 
sible par ar— 5. On a , ^=^8 j 38— 8=5o, 
f =6} 46-6=4o, ^=8} 38-8=5o, f ==6^ 
11-6—5,1—1. 
Done, 3:=(^— 5)(x*--6x'H-8x*--6*4-8). 

On demande si la me me quantite X est 
divisible parar-a, On a, ^=^^0} 38-2o:;=i8} 
i^zrrgj 46 — 9=57; qui n'est pas divisible 
par a ; done , x n'est pas divisible par x — n. 

Ce proceda' s'applique aisement au cas oü 
Ip premier terme de la fonction proposee a un 
coefficient entier p. 
Son x^=px'''^p'x^-^+p''x''-^...^p^'^X'\'p^=í 

Tome IL «' 
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On a de méme j 






Jf^ V •^^'^ , , ^Jlt 






jf a -Hm j ==p q == — - 



a 



I I p'—mq^ p 

qa -hmq :^p' q = ^ =~ 



j^x. On demande si la quantité 
Gof^-f-igar'-i-Sic^ — 8íir4-i5, cst divisible par 
5i¿r-H3j on a, ^=5} =^=^=—6} ^^=5; 
Í8l^^=:5=|. Done, la quantité proposee x, 
est divisible par 2i»?-+-5 ; et on a , 

$ 377^ Soit X=x'»-j9'íc»-*...+p'^-^' ar¿j9*=0 J 
une equation daus laquelle une des valeurs 
rationnelles et entieres de I'inconnue est un 
des diviseurs du dernier terme. Solt fait 
xascy-hl ; on oblient une equatitfn Y , dont 
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le demier terme provient de iMqttaüoa x, 
en y substituant -Hi k X i ei les valeurs fa-^ 
tionnelles et entieres de j^^ qui 30Qt moindres 
d'une. udíW c[ue les valeurs de Jt^ $ont des 
diyiseurs de ce demier terme. De ipéme^ soit 
fait ít=;z — i; on obtient une ^quatioa z^ 
dont le dernier terme provient de l'equatioii 
^ en y substituant — 1 i «j et les Valeurs 
entieres et rationnelles de z ^ qui surpassent 
d'une unite les valeurs de x^ sont des cíivi^ 
seurs du dernier termeé Partant, pour qu^ua 
des diviseurs du dernier terme de X satbfasse 
k cette equation , il doit étre moyen arithmeti-» 
que entre deux des diviseurs des qu&intites pro** 
venues des substitutions de -4*i et de -^y 
^ X dans cette equation; ensorte que sa diffe> 
rence & ees diviseurs soit Funite'* La valéut 
de X est posidve ou negative suivant que la 
proportion est croissante ou decroissante* 

JEx. i". Trouver deux nombres dont la 
differcnce est 3.5; tels, que le produit du carrd 
du petit par le gra^d est i44. 

Soit X le petU nombre y le grand sera 
i5-\rX ^ le produit est' :i?x(i3-hx). On a, 
x^^i5xxyi- — j4[4=o. Soit x^rj'+i } le dert 
riier terme est — i3o; soit ar=j2-— i j le cjer- 
oier terme est — ^iSa. 

^ SI 
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. Diviscurs de i3o... ^3^, ^, ¿, [} 

Diviseurs de i44... ^¡^,^^^44'Í'i8'iVI^ 
Diviseursde i52... ,3^>66'¿'33'Í'!2* 

Ces suites de diviseurs donnent lieu aux 
deux proportions arithmetiques croissantes, 
1, 2, 3} 2j 5, 4; el aux deux proportions arithme'- 
tiques decroissantes , 5, 4, 5; i3, 12, 11, 
. La valeur 2 Ciree de la premiere ne saüsfait 
pas á Fe'quation. La valeur 3 liree de la se- 
conde , et les deux valeurs — 4 et — 12 li- 
re'és des deux dernieres y satisfont. On a done ^ 
x^-\-'i5xx^ — i44=(íc — 3)(a;-+-4)(jc-hi2), ou 
les trois valeurs entieres et rationnelles de ¿c , 
wnt +2, — 4, — 12. Les deux dernieres va- 
leurs repondent a la question dans laquelle i3 
est la somme et non la diSerence des facteurs 
cherches. 

^2*, Ex, Trouver deux nombres dont on con- 
noít la somme des carre's 74 ^ et la somme 
des cubes 468. 

Den. Somme des nombres cherches 2Xj 
difference, aj^j nombres cherche's, x+yyX-jr, 

. ConéJ "^*"+ ^'^== 7* o» **+ ^-^ ^7. 
\ atar(xar+3xy =468 , «(«x-f.%')=a34 

Dans la seconde equation , soit subslituee 
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* yy «a valeur 57 — xx tiree de la premieres 
on obiieDt ax'^f — iiiar4*a34=:^. Comme 
les deux derniers termes sont divisibles par ^ ^ 
si la yaieur de x est eniiére elle est divisible 
par 5, soit ar=3<^ j ou 6<^' — 37o4Ta6=04 
Soit v==y-f-i : le dernier ter mé , est — ^5j 
soit v^=^z — ij le desrnier est 67» 

Diviseurs de 5, * , diviseiirs de a6, ^^i ^^^ 
d)?iseurs de 67 , ^ 7 , '^^. Ces diviseurs donnent 
la seule proportion 1,2)3; done ^ la seul^ 
valeur de v á tenter est 2 ; cetie yaieur re'ussit, 
et la valeur correspondanle de a? est 6 ; valeui? 
áeyy , 1 ; les nombres cherches sont 7 et ^. , 

Dans le derqier eiemple^ le diviseur jP-6 
du premier membre de l'equation ^ est in-r 
depend^nt du coefficient a du premier termes 
Comme une equation dans laquelle le coeffi- 
cient du premier terme n^est pas ruiiite, peut- 
étre ramene'e á une autre dont le premier 
terme a pour coefficieht Funite' {§ a68); le 
proce'dé qui vient d'étre de'veloppé est &p- 
pUcable a Pun et a Pautre cas^ Mais on 
peut aussi rechercher les diviseurs qommen- 
surables, s'il y a lieu, sans ramener le pre- 
mier terme á avoir Funite' pour coefficíentj 
ét il convient d'autant mieux d'appliquer le 
procede á ce cas , que la reduction a Funite 

Z a 
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^tt cMfficient du premier terme introduit soü* 
^ent un detnier terme^ dont le nombre dea 
diviseurs est beaucoup plus grand que le nom- 
bré dé óeut dU dernier terme de la premiere 
«qttfiúon. 

' Soit m tin des facleurs du coefficient du 
premier terme de l'e'qualion xj %Q\Xmx — a^ 
un des facieurs du premier membre de celte 
¿qüation j et soit x=X"(mx — íz). Soit fait 
'x'=Ly^\-^ on aura y==y(372y-+^m' — a)} 
sóít ar=±rí^— 1 ; on aura , z==z'(7»5:— m — a), 
J^artant, les derniers termes des equations 
y, i:, z, ont pour diviseUlrs, a-m^ a, a\m\ 
qui forment une proporlion arithme'tique dont 
ta diffefeñcé commune des termes est m , Fun 
des diviseurs Üü coefficient du premier termej. 

l*'^ J5ar, Soit x=?ioa;*-5iap*-4-4ba;-a4=óii 
jDlviseurs 4e ib, /q, \. Les nombres provenus 
des 3ubstituiions de Hhi , b^ '^— i , á x, sont 
respeciivement ^^S, ^^4, -r--io5. Diviseurs 
iie 5 j ^. í)iviseúrs de íiij <^V' i3» s' í- ^i^^" 
¿eúrs de io6; ^¿5, 5^5, '^\yJyCes derniers di- 
viseurs donnent lieu aux trois proportions ; 
i, % 5i 1, 5, 5} 5, 4^ 5; 5, 6, 7;^ auxquelles 
repondroient les binomes:c-3, 2ar-5, *-|-4j 
ÍP**-6, J^e secqnd de ees binomes^ aa? — 5^ e^ 
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le seul qui soit diviseur du premier membre 
áe Fequation proppsee ; et on a , .> 
io»'-5ix^-f-4ojir— a4=(aa?-.3)(6x*^8«rf*)* 
a^. Ex. Soit x=3a4x'-38a?*-67ar-f-ab5*«x- 
Diviseurs de a4; ^\, (]¿, I y g. Nombres prcH 
\eiius de la sul;>stitutíon ¿ x de •^H.y Py '^i i 
-+-a4, H*-io5, -f-iio. 

Bítímuts de io5 j ^ ¿5 j ^^ , /^ ' iV^^^^'?'^ "^ 
lió»; ^ }q., 5^5, 2^5 > \^. ProportioDS arithmetiqaea, 
1, 5, 6j 5, 7, 11; 4, 3, a^; 4, 7, lO; 8, 6, av 
A' CMr^prbportiooB r)é|^aa<i¿t)t les' binomes ^ 
aif — iviiar — 7,' w-+-5,'5jc^^7, 3a?-+-6. Cetfx 
de oei^ bibomes qui satisfont i Fequatidd sbnt y 
a*-^5r, 3a:-+-5;, 4a?— ^. On.a, • 

• : -It^n» íLorsque les subsütutioos de j^'-hl ^ 
et áezr^iyy ¿ Ar> donaent lien á-pkisieiiiis 
pfOporüons áritlimetiques , ÓQ peut-f^rofei^ger 
iPj9ssubsútutions,.eiiÍ4Uant ar=i=y+a,ir¿=;¿rífc; 
Qt i^et^air;S$uliei9etttcéllej9 d)d ees pi^^p6ift¡:0a8 
ii}ui > se ' [H'oloQgent par: ces; suhsútuüofM. ^ - 
\ $.a78« Loraip^'oA a.e'pttise iduUIemeiiiíilft.rér 
«luffcbé /(les dÍYiseurs binoaics ratiouxHJs^dk» 
rií^enúer membre d'une e'quadon , il est^naturel 
de, recliércliér ses divíseurs trinorhes ralíon- 
nels. Ces diyiseurs peuvent provenir' de 4^- 
Viseurs biüomes qui difíerent seulemeíat par 

Z 4 



tlesísígoes des qi^anmés radicales ou imagi» 

naires qu^ils cíontterinept ; et. le dernler termé 

devMíaeun de ees binomes est un des divi- 

&«ar5^.dii-'tíernier ternie da premier metnbre 

-de[lr¿qdation própose'e." 

*i Soit^ cf ar exeraple^ útie^e^uaticm du:<pia^ 

Irieme degre' dont le dcrnietr térme soit de- 

tiompose' daris áes diviseurs : on pourrá.es- 

«sayer ees diviseurs, quij' áéux a deux,:dDxi*- 

jaent ee. dcraier terme.^ pour/^ire les der* 

jiiens termes dejléu^c trioames dopif oa cher- 

^chera.les cdíeíBciens d^s 4^i}x seconds.tenaefi. 

rSoiíent; m et fn! deú^i: ^i^eui» dúidermér 

terme dont le pirOdivt- est: egal;á ce^lerme : 

soient íMt-éf-feip-^T^í } <itpcx^-<n!x^m'^'f Ihs^áeWL 

jie(ei»;*s 'trinotties'^'ddnt le^produik <^5t egal 

étf ptecpier membre ^^"d^ ' Tequaticm' ,' ' • » 

'»l4^írf +j*^'x^^^^'ar4^mm'í=í£¿. Soíent '■ eg^Iái ^ 

idear á4etix, k^ c^eí&ciens des Jterincs^dli 

^roAuicj<de: ees deu^c >tBndmes úxitl^^ ü¿éfficiens 

des^e^yrbesf^orrespondaiis d^-x t i&zi^; les^ tf ais 

t«j«ÁibtiB } n-^hn^^át^'^y, m^^Hfn^-^n^^scpf' ) 

W3frHhmn'±=íp"\ De la premióte et de^lA-iftá^ 

•m''- 'V^* ;• '■•^' '■' ' '■'*'•. • •^'Tnjü^'if 
6ieme de ees equations.) on tire : n — « — =^> 



y P '^P 
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j póur que oes valeurs: satisfas'» 
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feent & lat-seoonde etpiation^ on doit :aYtir 

^P—P /> —mp _ , _f__f9 

r-— ^ X 1 — h/w-+-m=ij> . 

m-Tn ' m — m 

\^. Exémple. Soit Té^quation ^ 

On a, y=— 14, /=6o}-/"r=-«8B. ^ 

Les diviseurs de 35' soiit ^^9 f ; coibiifiel^ 
signe du dernier. terítfe— éM; >f- 9 ees (Ul^etArs 
cUñr^m )étre • pHs ' de^t a .;d9u^ f un, etr l'^titre 
pofiUifs^ oU Füiiii^t rautire neg^úfs^ 
* ^ilíMPten=-4-35,-?»'=s¡*4-i; pn trouye qué 
ceft* Valeiivs ii« satisfont pas ; il en est d€ mémé 
pow biat5--J35 ^ w'iafe^i. 

¿>: . ^ ¿^ i>i^V"' 86-98' ^^ 

^- S— =575 S3Í>-t8. 7- X r-y- SZ£48, 

mrhfn'^iüf: 4iB-+-im=&Oy Done , les diviaeíav^ 
7 et 5 satisfont; et on a , ! .= 

3i?.tar¿r., Sdít Xs±Mr^--Hiay84f.4o¿^«í-*i9ir-«»a4fcBBCK 
•. ^BivMteuis de.d4;i/^> 4^.^!|/¿. Comme leu^r 
gné du demler tenue ;e8t>ír{i) les deux derniero 
termes jdes déux tríáom'es 4oivetit avoir des ú^ 
gnes c<HÍlráire8. On:troúTe que les deux paires 
de dWtsiurs^ 1 et 2i4;^ et 1 91 ^ ne satisfont pas» 



/ 

/ 
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Oa trouve aussi que les diviscurs H-5 ct— 8 

ne saüsfont pas. Mais, si on fait 7n==rf-8, 

* • m—ní ,11 

m — m X\ 

7X.54r5=4oj o» a do)ic > 
X3=(2»4f — 7*4-8)(aw — Sx — 5), 

Ce procede est applicable & la rétheróhe 
des diviseurs trinomes raliónnels d'une équar 
lion qujclconque; tnais^ il est d'aiJLUnlí. {llus 
long que le aoníibre des diviseuss du ,d^i^er 
terme est plus considerable , et-queóróqiie^ 
tion proposee esl d'qa degre plus eleve. 
"^ § 279. On a áussi applique a la recherChe 
des ñi(Steufs tnuomes ratioDuek , le ptoc^e' 
éxpose* dans le § 277 , relaúf aux binoiñes ra« 
«Otoñéis , en y faisant les modificatk^s coii^ 
Tenables. .:,;:: 'ii -» • > '*• 

Soitx une equaüon djtns IkqtteHe fed' coef- 

ficíent du precbie^ -^eripe- esi- VuxAxé. y, ét. soit 

, mX'-'^ql x*-^^ un divhe^t timóme da pireiifier 

meinbre de celté éqitsfttonv d<i miaimere qu^on 

lait xs==ík'(»x4-í'«^'+'S^'0» Soit Í5ait «sszy^i ^ 



Chai^itue XX. 565 

^erniers termes des equations Y, x, z'^ soot 
re^ctiyement divisibles par j'^ + y' + i^ 
jr , gr -gr^-fií. Si au premier él au dernier de 
ees trois dlviseurs on 6te Punite : on oblient 
la proportíon arithmetique q'^+q^^ q'% q-^ ; 
doni la diffierencé Conse'cutive des termes 
iBst í^. 

Soít fait de nouvéau íp=:íH-3 , x=<; — ;3 j 
t>a aura de méme ^ 

PArtant| si aui diviseura des derniers termei 
de T et de v^ bu oté 4^ les restes soa( le pre-* 
mler eft le ^nquteme ' terme d'uae progk'eB^ 
jBion arithmetique dont les trob premiers sont 
les moyens : déla, decoule le procede suivant* 

Dans l'équatión proposee soit substitue 1 
•Jt,-H2, -+-Í, o, — 1, — á; soient pris soil 
eo plus soit en moiús les diviseurs des nom- 
bres provenus de ees substitutions. Aux 
diviseurs des résultats des substitútions de 
H-a et dé — a a x ,'soit ote 4 (carre' de a) ^ 
tx. aux. (ttt&eufs des nombres provenus des 
substitútions de -f-i et de — i , soit ote' i ; 
«óient chercliées les proportíons arithmétiqües • 
^rax^dka. doiment Ueu^es restes^ et dont 
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quelque diviseur du dernier terme de Pequa** 
tion proposee est le lerme moyen. Ceux des. 
ijlivbeurs de ce dernier terme qui appartien^ 
nema. ees progressíons^ sont les seuls á es*- 
sayer comme troisiemes termes des diviseurs 
trinomes de Tequation proposee ; et les coeffi« 
ciens des seconds termes de ees binomes sontles 
differences des progressions oorrespondantes. 

Pour peu que le dernier terme deTe'quation 
proposee , ét les dcmiers termes des equa- 
tions provennes des subsUtutions succes^ves , 
aient des diviseurs nombreuxj oü trpuve plu-í 
ueurs progressions arithme'tiques^ íbI; pduv les 
exekire , il faut pousser les substituikiÉis |us- 
^k tles differences plus . giranties -que 3 . 
f Exemple. On demande les diviseurs trino- 
mes ratibonels de l'equáüon , : 
y* — iox'+a5a:*-+3ap — 152=0. 

$ a8o. II arrive quelquefois <jue des clr- 
copstances pardculieres aux qufisjigns dont on 
s'pocupe facilitent la soluticm d^e l'equation a 
bquelie elles conduisenVj' M fournisseint les 
moyi^ns de la ra,mener;á.uae «équatioi^ sipupl^ 
Je vais en proposer un ou , deux q^ ismples. 
, On demándela raciije pyramid|a|,^ d*un nom- 
bre pyramidal propose, s. Fá^rp^fli qi;^ k nom- 
bre prx>posé .spiji gr^nfl,: lai,r4fiW^RÍIW8Í4al® 



/ 
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cherphée augméntee d'une unité approche 

beaucoup d'étre la racine du cube immcfdia^ 

Xexotnl plus grand que le sextuple du nom« 

bre propose' ( i ). 

En eflTet, soit n—i la racine pyramidale 

cherchee. Le nombre pyramidal correspon-<« 

n—i n iH-i ' . 

dant est . -. — =— j on doit avoir 

X 2 o 

{n — i)w(/í-+-i)=6«. Or, le rapport de 
(n — i)/2(w4-i) á n? est celui de (/»— i)(/í-Hi) 
k n^i et ce rapport approche promptement 
du rapport d'egalite pour peu que n soit grande^ 
de maniere cependant que ii';X/i-i)/?(/H*i) j 
partant , si la quesüon est resoluble dans le 
sens propre de l'enonce suivant lequel n est 
un nombre entier, n est egale á la racine 
cubique du cube immédiatement plus gra^^ 
que 6*. 

1*'. Ex. Quelle est la place du nombre aao 
parmi les nombres pyramidaux ? 6X 230==:i52O; 
li'=i33i j done on doit avoir /Zssii j et par- 
tant, si le nombre propose est pyramidal , il 

« me rt m lO. 11.12 

est le IQ , En efiet , -r^r- =220. 

( I ) JVppelle racine pyramidífle d'un nombre pyra-^ 
midal proposó , Ifi novpbv^ fpá indi<|ue la place qu'U 
occupe daos la suite des nombres pyramidaux. 
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a^ Ex. Quelle estla place du nombre i54gi 
parmi les nombres pyramidaUx? 6Xi54ocs9a4o ; 
ai '=9261; /i=s3i ; le nombre pro{>osé ést 
le ao""' nombre pyramidaL 

jíut. ex. ^Une loUerie conforme au loilo 
génois donnent Keu a 117 48o temes : on 
demande le nombre des numeVos dont cette 
lotterie est composee : on demande k com- 
bien de ees nutneros ón doit s'interesser pour 
qu'ils dónnent lien k ^880 temes; item com- 
bien doit-on prendre de numeVos y pour 
que le tíombre des> temes auiquels ils don- 
nent lieu approche autant que possible de la 
dixiéme partie des ternes de la lotterie qi4 
és% 11748? 

5"*. Ex. Combien faut- il preudre de nom-^ 
bres carrea successifs á commencer depuis l'u«> 
nite pour faire une somme proposee s ? 

Soit 0-1 le nombre cherche' : on doit avoir 

(n — i)n(2n — 1) , ^ , s r. 

i L^ — - — :=5j et (n— i)/í(2B— 1)=6«, 

1* 9« O. 

Or, le produit (n — i)n{ün — 1) , plus petit que 
)e double du cube du facteur moyen n^ en 
approche d'autant plus que n est plus grande ; 
pn a done , w'^5í j et si le plobleme peut 
|tre resolu dans le sens propre de Tenonce' sui-- 
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vant lequel n est un nombre entier , n est la 
racine du cube imme'diatement supeiieur a 3«. 
Sóit«=9i; 3«=a75í 6'ac:3i6, 7'=343j 
done , 7t=7 y ex le nombre cherche est 6 ; 
en effet, ~Zjlj=9i. 

Soit «5=585j 3«=sii55, lossióoo, ii»=i53i ; 
TZssii; le nombre cherche est 10; en effet^ 

3"*.*. Ex. Quelle la place d^un nombre pro- 
prosé 3 parmi les nombres figures du quan 
Iriéme ordre ? 

Soit n le nombre qui indique la place da 

nombre propose : on a, ^ —zsss^ 

X* 3* 9* nc* 

n(/i+i)(/z4-a)(n-}.3)=24«- 
(/i^i)* < 24*} (n+a)* >a4*. Soit s=i585 j 
a4¿=:33a4o} i3*==a856i} i4*=384i6} donc^ 
la valeur enüére la plus approche'e de n^i 
est i3 i ct la valeur de n est 12; en effet j^ 
la, i5. i4, i5=»a4. i385. 
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Solutian genérale des Hquatiojfa ékt trqisiéme 
áegré. 

$ sSi.JL ES . plus simples, des équatipii$ du 
troísieme degró sont¿ OieUe$ qui sp^v composees 
seulement du cube de I'inconimé egal a une 
quantite conuue, .ou qui sont. d^ la forine 
jc'=a'. La solutioa de ees equations simples 
^xige seulement rextraction de la l^áciue cu-- 
bique de la quantite connue : on a^ 

5 

5Cí=:j/'a'=a. Cetté operation a éte developpee 
dans le $ 1 70 , je lá supposevái suffisámment 
connue. De Te'quadon a?'=a', oi^i tire «'-«'=05 
or , »' — a'=(jc^ — a){xX'\^X'\*aa) j done , on 
3atisfait a l'équauon x^xsa^ en egalant a zéto 
chacun des facteurs x-a^ a?apH-ax-+-aa. La pre- 
miare valeur xssuiy tiree de l'equation x-a=o, 
est le plus souvent la seule dont on est appele 
a s'occuper; Fautre equation arx-|-ax-{-aa=s=o , 



aoxme T=ia. \ . Quoique ees deux 

dernieres 
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derníeres valeurs soient purement symboli- 
ques et le plus souvent negligiblesj il y a des 
cas dans lesqucls il convient d V avoir egard. 
On trouve en effet , que les cubes de cha- 

cune des deux quantites • sont 

egaux a Funite'. Leur produit est aussi Funité* 
Je vais prpposer quelques queistions simples ^ 
qui dependent seulement de ce genre d'équa- 
tions du troisieme degre'. 

Trouver deux nombres dont on connoít 

le rapport , et la somme ou la difference de 

leurs cubes. 

¡ Trouver deux nombres dont on connoit le 

I rapport y et le produit du carre de Fun par 

1 Fautre* 

! Trouver trois nombres dont on connoít 

I les rapports et le produit continuel ; ou trou- 
ver un parallelipipéde rectangle dont on con- 
noit les rapports des arrétes et la Capacite. 
Entre deux nombres donnes a et b trouver 
deux moyens continuellement próportionnels. 
Une personne qui possede un certain ca-^ 
pital s ^ le fait valoir pendant trois ans á in- 
teréts composes. On demande le taux de Fin- 
terét , en sacliant qu'á la fin der ce tems elle 
possédé. un capital connu s\ 

Tome IL A a 
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V 

On demande deux. nombres en connoissant 
chacundes produits du carre de Fun par l'autre* 

Trouyer trpis nombres, en connoissant le 
produiljp du carré du premier par le second, 
le prodmt p' du carre' du second par le troi- 
$íeme , et le produit p'' du Carre' du troisieme 
par le premier. 

Trouver quatre nombres en connoissant 
leurs produits trois a trois. 

Comme ees equations simples ne presentent 
aucune difficulté : je pa^se á la soluüon des 
e'quations compose'es du troiiieme degré. Je 
vais montrer comment la solution de ees equa- 
tions peut étre ramene'e á la solution des e'qua-* 
tiODS du second degre y combine'e ávec celle des 
equations simples du troisieme degre'. 

§ 282. Prob. Trouver deux nombres dont 
ón connoit le produit jp , et la difierence des 
cubes 2jr. ^ 

Soient les nombres cherches ^ et ^ ; on a 

les deux équ^itions ^. Soient pris les 

xy —p "^ 

carres des membres de la premier.e ¿quation ¡ 

soient pris les quadruples des cubes des membres 

de la seconde; et soient prises les sommes des 

membres correspondans dc.ces^deux equations 
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(tana changes : on obtient {x^-^y^y^qg^p* ; 

x'::^(qq-jrp')-i-qi J^*=«P^(W+y^)-^* 

JBx. Soit j3=45} 5r=5oa; jr9=9ia(>4^ 
pWgi is5 ; 5r5r4"P*=i8a 5^gif^{qq'{p*)=^^f t 

427+302=729; 427-502=:t:Í25; «=9, ^=:5«i 

Rem. !**• Les valeurs de « et de ^ sont tou-i 
Jours réelles ( en supposant que p esl positiva}»; 

Rem. a**. Les autres yaieurs de x et de y^. 
provenues des combinaisons des premieres ya-* 
íeurs ayec les racines Cubiques imaginairea de^ 
dimite ^ sont imagin aires. 

. Rem, 5""*. Relativement aulc deut cube^x^ 
ex y' dontle produit est p^ j la quesdoa pro** 
posee est la méme que celle ^u $ 86 ; trouver 
deux nombre^ dont on connott la differenoe 
et le produit. 

Rem. 4*** Soient les nombres cherchas if 

P i> ' • n P 

et - ; on a lequation , «'— -j =a jr ; . Qa 

X X 

x^ — a^rVrstp*; de laquelle on tire^ 

^omme par le premier prpcédeJ 

Aa ji 



6 a83. Trouver deux nombres dont on con- 
noít le produitp, etja somaie des eube^ag. 

Soient les nombres cherches x et y» 

On a les deux cfquations • .* 

Soient prís les carres des .membres de la 
premiere equation , et les quadrüples des cu- 
bes des membres de la seconde ; pui^\ soient 
prises les diíTe'rences des membres des ^e'qua- 
^ions qui en proviennenl; on obtient, 

inais , a:'-+-j^'=25r j, done , x^^^q-h-V^iqq-p^) f 



y^=^q-y^q-p') y ^y=y^qq<qq-p')=^p^ 

' Ex.Soix. 25^=468, /7=55} y5r=r54756, 
/>'=42 875 ; qq^p^=\ 1 881 ; V{qq'P^)=^o^i 
'^SÍR-109=543; 254-i09=i25} a?=7,jr=5. 
Rem. 1*'. Pour que le probleme soit possi- 
Ble j on doit avoir qq>p^ i et partant ja plus 

grande valeur de p est l/^qq^ 

Rem. 2^*. Relativement aux deux cubes x'í 
et y^ , dont le produit est /?' , la question 
est la méme que ccUe du $ 875 trouver deux 
nombres dont on conooit la somme et le produiu 
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Rem. 3**. Les' deux auires valeurs des ía- 
connues, qui proviennent des cornbmaisons 
des premieres aVec les racines cubi(|ues ima- 
ginaires dei'umte, sont imaginaires ; sóit que. 
les premieres valeurs soient reellés , soil qu'elles 
soient imaginaires. 

Rem. 4"". Soient les nombren cherches x 

P . . y 

ct -#• OH a Fequation *+ — ==íaaf. . , . 

a? ' o? • 

nc^^úqx^'^-p^^o ,• de li , «*=9-hK(?í7-P'v; 
y^=^ci—^{qq — /?*) } áiñsi que par le premier 
^roce'de, 

Au Keu de 'chercher immediatement cha- 
cune des quantites x et^y daus les deux pro- 
JUefQ^flpívecédeas jypn péut étre tente d'em** 
ployer le . procede qu€ nous avpns souyent 
suivi avec succes ^^ e\ de les rechercher mé- 
diatement en les ezprimant dans leur soinme 
et 4^^ l^ur- difference; - , - . í:; 

. Í.a84.fl". Prob. Soitp le produit donne' dq 
deux nombres y ex soit üq la difierence de 
lears cubes. Soit ^8 la sótnme cherchee de 
¿^nombres 9 étsoit ^4 leur differeiice. Qüt 

, . , , . ^« — dd:=p 

á les deux eouations „_ , ^ ,•- - 

^ ítd{^8S+dd)T=s2q^ 

M8:^p-^dd ; 3«áH-dcfc==3jp4r4¿rf }. 

Aa 3 



Ce procede méne done á une equation da 
troísieóie. degre propreái^nt díte; ^n tanl 
qu'elle coñtient le cube dé Finconnue üd ^ 
^t son produit par la. quaniite oonoue 5p« 
PTous n'avons jusqu'á present aucuo moyea 
general de resondre cette équation. Mais y 
puisque dans le § 282 , nous avons resolu la 
questioii ^i vient de núv^ mener a cette e'qua-^ 
tion^ eo. cherchan t ioKne'diatement les deux 
quantites demandees; les Jbrtnules que nou$ 
avons tfouvees pour leur difference 26? doir 
vcnt re'soudre Fe'qualion 8d^-+Spd=^2q. Ou 
a done pour la valeur dé 2d. 

-> ■• • - v_____- •-■•^ 

hue cette valeur satisfait á Pequatión , 
8¿*+6jJ<fc=2í. Én eifet, soit 



« 



ád==: ^y(gg-hp')+q — ^f^i^g^p'h^í 
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jRem. a**. On peut chercher s inamediate- 

ment d'aprés les deux premieres equatioiis^ 

eo eliminant ¿2; on a, dd=iss-pi d(dd+Z8h)=qi' 

delkjd(^83 — p)=:qid==:'~ — ; Ítem. 

'* 45* — p q 

done y jjg=:{ss — p){iss — pY } ,.^...,;j,.,;.j, 

ou i6«*--r24«*p+-9«5pjp — F—9Í' CeUCf.e'gxxa-i. 
don du sixieme degrcf est reductiUe au tccun 
sieme y en regardant ^5 comme l'inco^]iÍLer^ ' 

Rem. y^. La spiutíon de Feqü^lioó^:.^ 
dcP'^pd==^üq y revient a rcgarder %d epm^e 
etant la difierence de deux quantues dpnt^«, 
produit est p et dont la diSereBce des cubes 
est üq j, et la solutíon de. Fequatien , »* ^ 
i6«* — 245*p-4-9«á?pjp — p^^=zqqy revietít k re- 
garder üs comme etant la somaie de'' ees 
q\iantítes. ' * ! 

Rem. 4"*. Oa auroit pu parvenlr aux'deiix 
equations precedentes .en employant une squle 
inconnue^ , 

1*. Solt Síd la diflfeVence ífes deux xjuami^^'^ 
cherche'es; leur djemi -somme est V^(rfcM-p) ; 
et ees deux qtíknütes sont V^{ddr\-p)-\-dy 
f/' 'dd+p) — d i la d^erence des deux / Cte^e^ 

Aa4 
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est í?d! (3 (c?f/+p) '^dd)==:2d (4rfd-h3;?)=ay- 
íí*.6oít Qs la somiiie des deux quantite's cher- 
C^ee8j;,Jeur demi-diflerence est 1/^(sS''p),yles 
deux quanlites saot s+y^(sS''p)yS'-y(ss-p)^ la 
differeíicé deleurs cubes est 2('ís€-p)t^(3s-p)z:2q. 
Rem. 5^^. Les aulres valeurs de 2c? et de a«. 
provenufís de« pombinaisons des panies qüi 
composent les premieres avec les racines ima- 
ginaires de Funite' ¿ sbnt imagín aires; et^ón les 
ófittt'^dáná Joules les applications. En effety 
r'e^móirSd')^ +6pd=2y degagee de son 
s*(^'ffíl'tfet'ilie, et dont le troisleme terme est 
po«yf^'' n^a aú'une rrfciiie i^'elle ($266): 
"'^'iiSB. Soit p le' produít Uonne de deiix 
¿óttíbí^és'^ et sóitiigr lá somme donnee dé léürs 

. r\ 1 . • ** — ddz=p 

cubes.^(íli^>rks,^quájtiQns; . :. ^ . ^ - ; .. 

-^1 jj Jír^i,' .1 . •;.---- .\- r ' -^ - - . . ■ * 
' l^a^jsuivant les m^mes procedes que, dans 

le ^ preceden t, on parvient pour determiper € 

¿ Pe'quation %s^ ^ • — 6/75=217; et pQur dejter* 

mmer a a lequatidn i^d^+!x^pd'^+^ppdd+p^^^=qq^ 

rartant, dans 1 equatiop o^ ^e- -7-0/7^=2^, 

25 est la somme de deux quantite's dorit le 

éVí/átót'iest j7 et'ra somme des cubes 3y:^et 

CCS' d^ux , quantltes sói?t y^qX-l/^íaq-^p^) , et 
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equatibn est KÍ+K^Íh^+K^^FT^^ 

et lá váleur de 2<Z ^st ,' - • 

3 ■ \ . • 3 _^ \ 

Ky+í^(í^— />')— K^— Kfeí7— />»)• 

s :^jj , $ ^ 

=2 jr-4-6p5 } done , 8^' ^f — 6ps:=2g. ^ 

. iZ^TT^. i". Lorsque qq^p^i les deux partíes 
dpal; íks e&t la somme sonit Pune et Fautre 
reéllés; elt parlatít^ 2« est reelle. Les deux 
autres yaleurs de ees deux parties , qui pro- 
vienmeüt de-'Ia eombiDaison des preifiiéres ayec 
les racines cubiques imaginaires de Tunité , sont 
imaginaires, de maniere que leur somme 2s, 
et leur dilifércnce 2d?, sont Tuiie et rautre. 
imaginaires. 

Rem. 2 *. Lorsque qq<Cp^ y les deux parties 
dont 2«. est-Ia^ sóninne sont l'u,ne et I'autre 
imaginaires; mais leur somme est reelle. En 

effc^t, dans, ce ca^ les parties f^^+KÍs^-^p') 

5 

"^ct |/"y_^(^^2p9) sont de la formé (u'+by^^i)^^ 
ei -(a^^bl/^ — ^i)'*^ doht la somme est reelle 
( $ 189 )- Dans Le méme cas , la difieVence de. 
ees parties est de la forme (a+5|^-iy-(tt-i^^i)'* 
qui est imaginaire ( § 189 ). ♦ , 



Reiri. 3*^. Les combinaisons des partiés de 
ia« ayec les racines imaginaires de runite^. 
donnent pour les autres parties de s^^ 

expressions imaginaires. J'affirme. que leur 

sonjime 28 est reelle , dans la supposition qq<Cp* * 

En effet^ pour la premiere de ees valeúrs, 

la somme 3« est cdmposee de la pariie reelle 

ct du produit par — — de la difierence ima- 

ginaire í^ ^r+^^íyg-p») _ Í^g-y(gq-p') ; 
mais cette difierence a pour-facteur Fimagi- 

«aire y^ — i f ct le ' produit J/^-^-l X — '- — 

. . a 

est reel , done ccite autre partie de 2s est 
aussi réelle , et partant^ 2s est reelle. On 
tnóntre de ñiéme ^lie la secondé de ees ya-- 
leurs de as^ compos<íe des parties imagictaires 



^s( re'elle< 



KH-Kw-/^0> — :: — Ks-H99-p'}> 
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Partant^ dans le cas oü jr^<[p' > lek ya« 
leurs de üs sopt toutes les trois rcfelles ^ ^ 
elles se > presentent toütes les trois soqs uñ^ 
forme imaginaire. Ce cas , appele ¿rr^di^c^íí^ 
ble y a beaucoup occupe' les Malbematiciens 
depuis Cardan (auquelon attribáe la sol u-^ 
tion des equations da tfoisiéQle degre') jusqu^a 
nosr )ours (i). La maíiiere dont on a coutume 
de presen ter le proce'dé par leqüel on resout 
les* eqtiatíoBS du troisieiñe degre' , me paroU 
pf opire ¿ 'donner le souspco^n qu^il y a de Far- 
bitraire daüslai decpniposition de rinóofiñue^ 
ét ^'eir particoHer les formules du cas iríé^ 
ductíble ne sont pa^-Be^céfóaires. La marche 
que yái suivie me párdll ile def oir laisser au- 
cun dótite sur la néeessiie' de ees formule», 
'La geometrié a daí^s 6e cas un avantage sur 
l'áígibt*é. 'Tandis qué ceite demiére ddnne 
les éxpressióíis.des quantites reelles , dauS des 
ibriuules ciompliqueés ( et qii^ü me soit per- 
mis "del le diré entachées }< dHmaginaires ; Iá 
prefiere péduit lá soluüon du cas irreducti*^ 

(i) Ayant soomis ce chapitre á Texamen dé moik 
cdUigucíí le Pipof. Maürios; il m'á^ comiminiqu^ sur^ 
le méme si^et une Dissertation, qui contient aussi sur 
la source des formules du cas irreductible des r^. 
flexions iméreasántes; que je riayite á faire connoítr^^ 
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b|e á la tnseciion'd'un are dont le rapport a 
Ja 9trconfereñce €st eonnu par les coeíEciens 
deirequation, et dont. qu coiitaóít aussi dans 

' ees c^eiBcieoj» le, rayón da cercle auquel il 
appa'rtienL : ; ' ^ 

: 72. 4"*, Les deux equations Ss^^-Qps-üg^xdOj 
,Bd^^ r+-6pd — 29===ó 9 auxquelles ont couduk 
1^ deux questioiis :des^ a83-a84 peuYenC 
represen ter uoe[ éqvk^úoh quelconqi|e du troi- 
si^me degre; en efiet , .par le^ § a65, on peut 
toujoürs degager.une j^'quaüonde.soii seeond 
,t$^jD/9 •' le troisieme , teraie aársi alors I'ün 
^V ]'autre des deqx signes -f- ou — * j ei les . 

j^quations x^,^ 1fax-bz=;=Oy coinc^dent avécles 
^uations Ss^M r^fis^^^p^O^Sd^^ +6pd^^q^^ ^ 
jQn .faisañt a==5p; xrzzsts dans; la premiere 
n%,x=2d da^sla, secpnde.i Quaíitcaux equa« 
tions aí'+aíc-+7Éc=:o, spitchange le signe; de jt^ 
on a: -^x'+^afrf"í'==Q>,.oux'IjIa» — :6=oj ct 
partant, les ratüíqe^ des e'quations^'^^ajc+ítesO, 

. sont 1^6 tiiémés' qu^ les racines des équaUons 
it'zpajc — ^&:;=xo ^ av^.c le isigne contr^ire. Je va¡í» 
presenter sur le cas irre'ductible quelques ob-* 
.seryaúóns.^ - : . > ' 

§ a86. Lorsqu^uné equatión du iroisiimc de- 
gre' est de'gagee de son second termc , la somme 
de se's irois racines,est ieVo : parlant, deux 
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dea troisracines etant ou Pune et Tautre pcy^- 
shives, ou Fuñe et Fautre negatives, la trol- 
sieme est egale á leur somme avec le signe con* 
traire ; de la, si on appelle 2S la plus grande 
des trois racines (le signe mis a part ) , les 
deux autres sont s^+'d et s — >d j de maniere 
qu'on a en méme tems 0:1^2^=0 , Jí:+(5-d)=o,^ 
«+(^-+-d)==o; et le premier membre de Fé- 
quation est le produit conünuel , 

J^affirme que si s el d sont Fuñe et Fautre 

Zss-^dd ' 
reellesy on a (- — - — ) ^ss(ss — ddf^ ou 

(3áf5H-rfd)'>a755(«5— cid)"*. En effet , 

(3M-f-ddf) 5-27M(5í-d<03=iác?(8i54-iJB«íW-|-d4)=da(9í¿-dd)3 5 

quantite toujom> positiye si s et ¿í.sont Fuñe 

et . Fautre réelles. Or , dans . Fequation , 

«•jf — {5ss-+dd)x^2>s{ss — c?d)=o., la valeur 

de AT est la somme de deux quan lites dont le 

, . Zss-^dd 
produit est r — > et dont ia somme des 

eubes est'25{5« — c?d)j et pour que ees deux 

cubes soient reels, et partant aussi leurs rar 

cinesvre'ellesjp on doit avoir , n_; 

,^fl 3«s-4-rf¿' -^ , . 

^s{ss — dd)\^{ — -) . Done 9 les trois ra- 

o 

cines étaut reelles , -et Fuñe d'elles etant la 
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tomm^ de deux quantites dont lie prodüit ei 
la somnoie des cubes sont reels^ ees deux der- 
nieres quantites ne peuvent pas étre re'elles : et 
partaut, leis tróis racines etant feell^ , chaoune 
d'elles se presente sous une forme imaginaire. 

Dans Peq. i6df*+24prf*+gf¡pA/+(/i'-5r5r)=o 
du § a85 9 si dd est rcel y les trois valeurs de dd 
soñt negatiyes lorsque p^^qq ( § 263 ) • et 
partant , les trois valeurs de d sont imaginaires* 
Done y dans ce cas^ cfaacune des diffe'rences 
des paprtie^ dont üs est la somme est imagi- 
naire ; mais la somme de ees parties est réelle ; 
cela ne peut avoir licu qu'entant qué ees par- 
ties sont des formes «4-6^^-1 > a-by^-Y j et 
partant imaginaires. 

La solution de celles des equations du troi- 
sieme degre qui peuvent donner lleu au cas irre^ 
ductible y a ete' ramenee a la question j treuver 
deux cubes dont on coñnoit la somme et le 
produit. Cette derniere question est resolue 
par une seule paire de cubes, soit qu'iis soient 
reels^ soit qu'iis soient imaginaires : done, la 
solution de cette question ne peut dans au** 
cun cas donner seule et immediatement la 
solution triple des equations du troisiéme de^ 
gre'. Mais , comme les racines des equations 
du troisiéme degre sont les sommes des ra« 
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cines ^e ees cubes , et qu'elles proviennent 
par consequent des combinaisons de ees ra« 
cines avep les trois racines cubiques de Vur 
nite y c'est de la nature de ees combinaisons 
qu'on peut tirer la nature des racines de ees 
equations. Soient a el b celles des racines de 
ees cubes qui sont independantes des racines 
cubiques imaginaires de Funile ; les deux autres 

de ees racmes sont a, 6^ 

.Partan;^ deux des racines d^une equation du 
troisieme degre ^e presentent generalement 
MUS une forme imaginaire. Que ees deuic ra- 
piñes doivent étro reelles : pour que cela ait 
lieu , a et fr doivent étre Tune de la forme 
»+CV^ — 1 , et Fautre de la forme a — Cf^-i ; 
et pártante les deux dernieres racines etaht 
^e'elles , la premiére (^ussi reelle ) se pre'sente 
,sous la forme de la somme des deux parties 
imaginaires ¿t-+-f>^-i, et-C>/^-i. Cette somme 
reelle est degagee de la forme imaginaire^ lors- 
que par des ope'rations algebriques et en ter- 
mes finis, on peut oblenir se'pare'ment a etf; 
ce qui a lieu en particuKer lorsque Fequation 
proposee a des raciáes re'elles rationnelles^, 
^ Solt Slf celle des racicíes d^une, equation 
,du trjoiiíeme degre x'* — Spof— 3jr==:o, qui 
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. est Independante des racines cubiques iñaa- 

ginaires de Tunite', ensorle qu'on ait x — a=o; 

-et a' 3f — 5pa — •aq^=o ; soit divise par x — a 

le premier membre de la preniiere equatlon , 

on a pour quotient irx-ha¿r-+-aa — 3p==o ; ou 

^xx-^'4ax^-<iar^3{aa — 4/))==:(2x-f-fl)^+^(«a— 4/))s=o. 

Partanty les deux autres valeurs de x so^t 

imaginaires ; i^. sip change de signe, ení sorte 

qu'on ait l'equatioii x'*-+-3pa? — s^r^o; 2**. 

si p conscrvant son signe , on di^^aa^^p. 

Mais, Tequatioq etant «'jf- — 3par— r525=o , ^ 

pour que les deux valeiírs de x qui provien- 

nent de l'equation (aar-+a)^-+-3(aa — 4p)=a, 

soient exprimees d'une maniere reelle, on. 

doit avoir aa<C/ip , ou bien on doit avoir 

Fequation {2x-+-«)^ — 5(4p — !aa)=o ; d^ou Ton 

tire 2jc= -a+K3(4/) — au). Mais, a est la somme 

de deux quantites dont le produit est p, donC, 

ees deux quantites e'lant reelles aa^kp ( $87)5 

done, lorsque kp^aa ees deux parties sont 

^maginaires. Pártant , lorsque les deux secondes 

valeurs de x sont reelles sa premiére valeur 

est expnmee dans la somme de deux quan* 

tite's imaginaires; et partant , lorsque les trois 

valeurs de x sont reelles , Fexprcssion ge'ne- 

rale de cbacune dVUes est imaginaire. 

$ 287. Nous a(yons vu ( ^fgi ) que la somme 
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K(«-+-K¿)+í^(<3f — f/^6) peut se presentef 
sau.^ la forme d'un seul radical , cpi est 
j^{2c^2y^{aa — b))i el en particulier> que 
la somme des deux radíoaux imaginaires du 
second degre y^ia-i^y^^b) , Via^y^b) , est le 
radical re'el y^{2a'^2l/^{aa^b)). U n'cn est paí 
de méf^e des foroiules radicales du troisieme 
degré. En efFet, soit f/^(a-fK¿)-j-j/"(a-K¿)=5:j^ 
soient pris les cubes des deux , membres , 

5m+5K(««-&)(K(a+j/-6>+K(tf r-j/^6))==^ } 

3 

de la, «'♦ — 3«]k^(a« — ►&)---aa==o j la deter* 
minatioo de z de'pend done de la solutioíi 
d'une^ equation cubique composée. Si na — b 
est un cube^ le coeíBcient de z est rationel,^ 
et si z a quelque yaleur entiere et ratíon- 
nelle dans cette equation , elle est aussi la var ' 
leur de la $omme des deux radioaux cubiques . 
propose's. S\ J/^b est imaginaire de lá forme 
|/r — ¿ Iq signe de Hmaginaire disparótt dani| 
tes coefficiens delVquation} et op a ^ 

3 . 

45** — 5¿J/^{aa--\-b) — SKl=:o« 

Lorsque Fequation dont les racines sont ex« 
prime'es en quantites radicales cubiques^. a des 
l*acines reelles ei commensiirables , chacuna 
des deux quantites qui soxit sous le sigae ra- 
dical est un eube ; et l'extractipa de la racíi:^^. 

Tome Ur » b 
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cubique est reduite á trouver Fequatíon dont 
Fassemblage de ees quantites radicales est la 
raclne : je Tais ¿claircir cette assertiou par 
quelques exemples. 

x". JBpí. Peut-,on extraire la raciue cubi- 
que de a6-hi5^^5. 
Soit 26+i5K3=(*+K»'- .. \ , r V. 

XX — y=^i ; y=xx — 1. 

!26z=X^-+-5xy=X^'+5x{xX — j)r=^X^ ^x. 

8x^ — 6:1=52. Solí 2a?=j2: j z^—5¿ — 52=o. 
Xia: valeur ehtiere et rationoelle de z. dans 
calle e'quaiion est 4 j done, :v=;;2 , j^3c=3»: 

K(26+i5K5)=2±K3- 

zr. Ex. Soit 3 . i=y-**i;r=«*+i« 

dat^ celie equation x a la valeur einliere et 
ralionnelLe 1 ; el j^=a j donc^ 

3"'. ^AT. Soit, 

J/^2— 1 ir— 1)=*— K— r 

J^— 3oA?=4 i soit aA?=¿z j «'— i5j5=;=é4 
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Dans cette equation, z^=Jk^ ¿c=:2j et de la, 

3 
j^=i. Done, Kí^iiiK" — T)=2+K — 1. 
3 3 

En general, soit K(a+í^6)==(x+í/y)^j^ • 
3 3 

1*. Que aa — h soit un cube c' soit fait z=i\ j 

on a, XX — y=cj j^=x* — ej a=jp5-^3a;j=4ar» — 3x?x. 

Si Tequation 4x' jí- — 3ca: — a=o , a quelque 

racine rationnelle, on peut extraire les ra- 

cines cubiques de a+íí^¿. 

3**. Que aa—r-h ne soit pgis un cube ; on a , 
3 ■ 
y^z{fla — h)=::z(xx—yyy soit multiplie aa^—b 

par un nombre z tel^ <]ue le produit jz(aa — ¿) 
soit un cube C ; on a , «(arar— /)=rc j «y=zjrar-^e j 
a5=«(jp'-j-3ar/)=5*'-f.3*(2arx — c) j 4;5jps — Zcx — a — ^o. 
Dans cette equation, si x a une valeur ra- 
tionnelle , on peut extraire les racines cubi- 
ques des quantites a+^^&. 

Soit de méme K(a4:í/"-6)=={¿i;+>/"-^)ji<"j?J 

|/^(aa+W=(xx-f-jK)^J2Z. i"*. Soit aa+S un 
cube c', soit fait j2=i j ar¿r+j^=c; j^^^c-as:»} 
«=a?' — 3xx=4a[r'-3ca; , ou 4ix;*-5ca; — a=o; 
V. soitJ2(a42+6)==c' jj4j2:x'^-3car-a==o: on peut 
extraire les racines cubiques, des binomes; pro- 
póses, si les equatiqns ^x^^ -3cx-a==o, 
4zap -3ca?-a=o, ont des racines commensm- 
irables. B b a 
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Ex. Soit K{5a+3oK3)=(«4-Ky)Kí} 
5a*=2704, 3x3o'=a7éo; 5a'— 3.3o'=4í 
soit «=3 ;- 3(««— j')=a} ^===»«-^l ; 
5a=2(x»+3*j')=2(«*+3*(**— i)s=2(4*' — 3«) ;, 
8«' — 6*=5a. Solí 2ar=z; «'-3«=6aj «==4, 

«=a, ^=3. K(52-f-3oK3)=(a+K3)Ka> 
5aH-3üK3=a(3-+-K5)* 

$ 5288. Problémes proposes cotnme eiercices. 

Trouver deux nombi^s dont on connoit la 
SQtume et la difierence des cubes. 

Trouver deux ñozubres dont on connotl 
la diSerence et la somm^ des cubes* 

Trouver deux nombres dont pn ccmnoit la 
somme ou la dífierence ^ et la differencie des 
quatriemes puissances. 

Trouver deux nombres dont on conno&t* 
la diSerence^ et le^jiroduit du carrd du plus 
petit pat* ie plus grand j et trouver deux 
nombres dont on conooít la somme, et le 
produit du carr¿ de Fun par Fautre, 

Trouver deux nombres dont on conndtt la 
diffe'rencc et le produil du carre' du plus grand 
par le plus peiit. 

Trouver deux nombres dont on connoh la 
soiHttíé ou la diSerence des caí res | et la somme 
Oü la difierence des cubes. 
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On demande unparallelipipedeábase carree^ 
dont OD coDOpit la surface et la capacite'. 
ítem y que la base au lieu d'éfre un cárré 
soit un rectangle dont on connoít le rapport 
des có^e's de la base. 

On demande un cóne droit doót on connoít 
la surface courbe et la capacite ; item y on 
connoít le cote et la capacite'* 

Fartager un nombre donné en den% parties, 
de maniere que le cube d'une des parties soit 
«gal au produit du carre de Fautre partie par 
un nombre donne' : item , que le cube de la 
premiere partie soit egal au produit de Tautre 
partie par le carre d'un nombre donne : item^ 
que le premier nombre donne soit la diffé- 
I rence des deux nombres cherches* 
i Partager un nombre donne ft deui foís 

en deux parties^ de maniere que le produit p 
d'une partie d'une des diviñons par une partie 
die Tautre soit donne ; et que la somme 2C 
des cubes des deux autres parties soit auasi 
donnee. 

ítem y la somme ac^' des carrés des deux pre- 
miares parües est donnee ;|et la somme ac^^ des 
cubes des deux autres parties est aussi donnee* 

Trouver le nombre qu'on doit ajouter k 
deux nombres' donnes y ou dont on doit óter 

Bb 5 



denx nombres donnes, pour que la sommé 
des cubes des deux'sommes ou des deux dif- 
ferences , soit donnee. 

TrQUYer trois nombres en connoíssant leur 
somme , la somme de leurs carres ^ et la 
sommé de leurs cubes. 

Trouver trois nombres en proportion geo- 
me'trique continué en coníloissant leur somme 
et la somme de leurs cubes. 

Trouver quatre nombres en progrcssion ge'o- 
inetrique, en connoíssant^ i^. la différence 
des extremes ét la somme des moyens ; a*, 
la somme des extrémjss et la difierence des 
moyens; 3**; la somme des moyens , et la somme 
des carre's des extremes j 4**. la somme des 
extremes et la somme des cubes des moyens; 
6**. Texces de la somme des extremes sur la 
somme des moyens , et la somme des carres 
des quatte termes. . 

Trouver sept nombres en progression ge'o- 
m^trique, en connoissant la somme des termes 
inipairs et la somme des termes pairs. 

Comme úri exemple de la liaison qui peut 
regoer entre des questions qui sé pre'sentent 
comme diñerentes : je vais de'velbpper Fuñe 
des questions pre'ce'dentes , telle que la qua- 
trieme. Trouver deüx nombres dont la difle- 
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rence est donnee 5a ; et dont on connoit 
le produit ap du carre du plus petU par le 
plus grand. 

Den. Soit le pelit nombre, o?; le plus grand 
sera 3aH-a?; produit du carre' du pelit par 
le grand , ¿i?íiír(3a-har). 

Cond. a:jiír(5a*4-^)====2/7; ourc'^-+-3ajc^¥==3/7. 
Red. Soit x=^z — «; on a, z'^f — 3aaz-|-2a'=2/y ; 
CU z'jf — 5aaz-\-2{a^ — •p)=o ; 

3 " 3 



l^ Soit p}>2a'; z est exprimee dans la soilime 
de deux quantites rc'elles , et alors les deux 
autres valeurs de jz sont imaginaires. 2*. Soit 
jP<C[2a' j z est exprimee dans la somme de, 
deux quantites imaginaires , et elle est reelle ^ 
Les deux autres valeurs de z , qui provien-< 
nent des combinaisons des parties de sa pre-* 
miere valeur avec les racines cubiques imagi- 
naires de Funite , sont aussi reelles ; et elle« 
repondent a la question dans laquelle 5a est lá 
somme , et non la difference , des deux parties 
cherchées. En effet , qu'on demande de par^ 
tager 3a en deux parties, de maniere que líi 
solide du carre' de Tune par Tautre soit 2p. On 
a Fe'quation ara?(3a-ar)=2/7 ; on írr'-5a¿rar+2jo==a. 
Dans Te'quation relative au premier probleme> 

Bb 4 



«'-f-Sttjirx-flpscor, soil change le signe de x^ ^ 
OH a^ — ^a?'-f5axar-sp==o, ou x^-Zaxx+^pr^o. 
Partant, les racines de la seconde e'<juatioñ 
flr'-5a«aHhajp==o , different par le signe desra* 
cines de l'equation x^J^-^axx-'jp^^Oy el pártante 
ees deux quesiions ( quahd elles sont l'une et 
l'autre possibles ) sóñt resolües en méme temsi 
Four mieux faire sentir la liaison qui regne 
entre ees déux questions; soit y la plus grande 
des deux quantiies cherchees stdvant le pre^ 
mier cnonce, et j^— 5a la plus petite, on a^ 
Fequiition J^(y-3A)^^=a/>. Mais les deux pro- 
3uits^^-5a)*, et yi^a-^y)^ etant develc^pes^ 
se presentent ée lá méme maniera > 
y* — Sayy'+-Qaayy j done , l'equation , 
y^ — 6ayy^Q0qy==:Síp ^ tépond a chaeune des 
deux question^ ( si elles sont Puae et l'autre 
possibles)^ dans Pune desqüelles 5a estla sommé 
des deux pariie$ cherchees, et dads l'autre des^ 
quejles 5á est Texces de la premiere partte suir 
}a seconde. La premiere question smvant la^ 
qu^lle 5(1 e$t l'excés d'une des parties sur cellé 
doñt le carre entre coinm^ facteur est toujours 
l*esolue. La seconde question est resoluble seu* 
lement lorsque j)<aaa, ou 3p<4a'. Lorsqué 
Sj9=:4a', les deux parties sont aa et a ; j'affirmé 
qu'alors le produit 4taa X a est le plus grande 
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£11 efifel , que les deux partles de 5é soíent 
^aHhir, et aljúz; on a , 

kaaXa — (2a+z)^(aIfIz)=J2Je(3a+jz), et par- 
tant, le premier prodult est toujours plus grand 
que le secónd. Soit 3p=4a', Tequation re- 
iaüye ¿ la seéonde qüestion est, 
áp'-3axáH--4a'==(jH-a)(^— •5ía)^=;=aj danscette 
equation x a deux valeurs egales á 2a , et une 
valeur e'gale a — a , les deux premieres re- 
pondent á la seconde qüestion pour la pluá 
grande valeur du produit, ella seconde fesl 
la valeur correspondante de x qui resout la 
premiere qüestion. Lorsque ¿íf*-5«jcár+4a'=0 
ün a aussi ($ 271 ) Sjpjir— ^6aa?==5íc(¿ir-^3a)=o; 
qui donne xs=s,ia , valeur liommuné aux deux 
^'quations Jií*-5oafa?^-4a*=o,.jr(ar-2o)'=o (i)^ 
$ 289. La compli<;ati6n des formules parles* 
quelle&sont exprime'esles racines des equatíons 
cubiques , inéme lolrsque les deux parties qui 
les eomposent sont teeíles , rend difficile leur 
)»pplication dans le cas oü la racine seule reelle 
est irrationnelle. £!n eíFet , le calcul de cette 
racine exige une double extraction de racines 

(1) Les applications a la mécanique du máximum 
que je YÍens de clévelof^er m'ont engagé a entrer á 
te sujet dans quelques détails. II est aisé de le réduire 
iáu máximum relatif au reotangle des deux parties 
d'iuie somme doanée. 
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Cubiques de quantites composees d^une partie 
rationnelle et d'une partíe irrationneilé; on doit 
done pousser fort loin Fapproximation de cette 
derniere partie, afin d'obtenir un resulta! suf- 
fisamment approximatif. ^Quant aux formules 
re'laüves au cas irre'ductible ; elles ne peuyent 
donner des^ re'sultats re'els , et partant ap- 
plicables y que par la reduction en suite con- 
formement aux formules binomiales; or^ cette 
re'duction donne souvent des suites peu con- 
vergentes, et par conse'quent d'uñe applica. 
tion diíBcíIe. Aussi , dans les cas ou les ra- 
cines d'une e'quation sont incommensurables ; 
on preTere les me'thodes d'approximation qui 
sont independantes de ees formules. La plus 
genérale et la plus expeditive de ees metlxodes 
est celle qui est tiree des fracjtions continúes. 
LaGrange Vsl exposee dans ses Ouvrages deja 
cites, de maniere a ne rien laisser á desirer^ 
tant sur ses principes qué sur ses applic.ations. 
U me sufBra ( eu e'gard a la destination de 
cet Ouvrage), d'en esquis$er la marche/ en 
l'eclaircissant par quelques exemples. 

§ 290. T/iéor. Soit une equation quelconquej 
soient deux nombres m el n, lels , qu^e'tant 
substitues a rínconnue ils donnent des re'sul- 
tats de signes contraires : j'affirme que Te'qua- 
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tion a au moins une racine reelle comprise 
entre ees deux nombres, 

Soient ay by c^ dy . . . les racínes de Pe'- 
quaüon; de majniére que le premier membre 
est le produit continuel (ar-a)(jir-é)(ar-e)(ír-í¿),.. 
les deux produlis (m-a)(7n-6)(m-c)(m-¿¿).-. 
(7a-a)(/z-6)(/z-c)(/2-d)... sont done de signes 
contraires : poür cela il faut que deux au 
moins des facteurs correspondaiis de ees pro- 
duits soient de signes contraires, et par exém- 
ple, si a<jny a^n; et partanl, une des ra- 
cines a est comprise entre m et n^ 

Cor, Si les nombres m et n difierenl en- 
tr'eúx de Tunite seulement y par la substitution 
de Vnn d^eux á l'inconnue on se trompe moins 
que d'une unite' sur la valeur de cetteinconnue. 

i'''. Ex. On demande . d^extraire la racine 
cubique de 2 par les' fractions continúes. 

3 3 1 3 3 1 

K2>i<aj soit>/'2=i+-; 2=i+- + -3+-,r 

X X X X '^ 

ou x:=x^-5x\5x'i==o. Soit ar=3; x=-io; 
soit a;=4, x==-»-3. Done la valeur de o?, 
moyenne entre 3 et 4 , approch^ de 4 plus 

qu'elle n'approcbe de 5. Soit a; ==4 f^ 

on obtient par ce proce'de' la suite d'c'quations 
suivantes. 
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[X==w» — 3»*— 3*— 1=0 

* = 4 — -i, j x'=3*''— ai*'*rf9«'— i=o 
«^ =6+ i,, ; X" =55*" '— 8iX— 35*"— 3=o 
*"=sa— i,^; x"'=45*"''-.áo5X4-a49*"'_55=o 
*"'=6— i,,} X^'=a5i*'^ *i475*" H-5o7*"'-45=o 

f^'-S+l, 

|>5i=H.(i, i, |1, ^, ^, ). Les 

deux derni^res de ees fracüons sont exactes 
jusqu'aux looooo"**. 

2*. JBx. Soit, 

*'=4— ^,; x"=io*" — 63«"*+a7*"— 5=a 

«»t=6— i,„;x"'=5i*'"'-35i*"''+"7*"'— »*=« 
*"'=¿+^jy; x'^^ssaS*'^ _i4i3*"*-567«'^-5is=o 

» =«»-¿t» x'=587*^-49i7*''44i55*''-9a8==o. 
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3"*. Ex. Trouver deuz nombres tels, que 
le cube de l'un d'eux est égal au produit du 
caire de Fautre par leur somme* 

Soit désignee la somme de ees deux nombres 
par l'unite' ; le premier nombre est une frac*- 

tion laquelle soit désignee par ->; . on a j 

X > 

-5 =(1 ) i ^t partant^ x=A?'-aar'+flp-i=o. 

XX 

*"=x3- i „; x"'=77*"''— M2*''' Va;*'"— x«o 
;r'''=2^^^j x''=i39*^ —796jF^ ^-661*''— 139=0 j 

X 

i i ^4 53 IM ¿11 

, í — 1 1 ií>'.lZ. ÜA 

Aut. exerc. Trouver deux nombces tais., 
que le cube de Fun d^eux soit e'gal au pro- 
duit de Tautre par le carre de leur somm^^ 

5"*. Ex. Soit réqnation X=Jir'-i 5»«-|-63jr-5o=o. 

AnxYtleunát X, o, i,^, 5, k, 5, 6^ 7^ S, répondttit 
ka Talejir» de X, -5o, -i, -p4^ ^i, +a6, +i5^ +4, - 1, +6. 



Fartant) x a trois yaleurisj.dont Tune est com^ 
prise entre i et 2 , et plus voisine de l que 
de a; la seconde est coinprise entre 6 et 7^ 
ct la troisiéme est comprise entre 7 et 8 j 
et l'une et l'autre de ees dernieres sont plus 
yoisines de 7 qu'elles. ne sont voísines de 6 
et de 8. 

i».-iSoit*=i+i,; X'^*''— 36«''+ia*'— 1=0 

*'=36— -„ ; x"==43iX— i3o8*"''-f^a*'^— 1=0 

x" =3— i „ j X"/— 8o*"''-386i*'"+257i«'"-43i=o 

*=l"+"C36> 707 , .'...)• Eb faisant 

*=^"t~ 407 = m > **° troúve x= -ffj- ttjvlron j 
onse trompe seulement de ¿^^^ environsur 
la valeür de ar. 

a». Soit'«=7— 1, ; x'=*' V—6*'4-i=o. 

*'=2+^,; x"=3*"'— eX— 6*"— 1=0. 

*"'=^4+i.v; x'"==3i,'^'-93*''"-57*''-8==o. 
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y.Soit4P=7+^5 X'=*'V —607^—1=0. , 

c 

«'=2+í„} x"=5*'/— 6*''— e**— i¿=o. 
, *"=a— -,„i x"'=3*"'— 3o*"'+24«"— 5=0. 



9 



:r'"=9+*,^; X =32*^'— 2i3/^-5i*^— 3=0. 






Ces exemples suffisent pour montrer la mar- 
che de ce procede approximatif , lequel con-^ 
slste á trouver les nombres entiers les pluá 
voisins des racines des e'quations successives 
auxqaeUe$ est ramenee Fequation proposée. 
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, C H A P I T R E XXIL 

Sur lea Equatíons du qüairiéme degré. 



$ dgo. Jmes equations dq quatrieme degré les 
plus simples sont celles qui reñferme&t seu- 
Jement la quatrieiue puissance de FiDConnue 
egale k une quantite €onoue ; ou qui sont de la 
fori^e x^z.a^i áe lá, x^^sJ^iKX^a4iYx%^\4»a)^s:Oi 
el partanty x a les deux valeur» reelfees , 4^á, 
ct les deux valeurs iaiagin^ires ¿a^^-^i. 

Dans le chap. VII"*, 3"*. Scction, nous 
aTOns traite des equations bicarcées, quí sont 
aqssi ^cs equations du quatrieme degre , mais 
susceptibles d'étre ramenees au second, Nous 
avcms yu qu'une méme questlon, su^vant les 
diSerentcs manieres de la trait«r, peut donner 
lieu a une equation bioarree seulement , ou 
a une equation complete ^du quatrieme degré. 
Pour que cette derniére soit reduite a la pire* 
miere , il faut que le second terme et le qua^ 
tríeme puissent evanouir en méme t«ms. Mais, 
( $ 265 ) le second terme evanouit en . substi- 
tuant a Tinconnue une autre incopnue altéree 

^du 
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du qnart du coefficient clu second tefmé ; óil 
est done appele a rechercher dans quels cas 
cette substitution fait evanouir en méme tems 
le quatrieme terme. 

' Spií a:*— Var'+/'a?^— jp'"A;-f-p^^=o; par 
la substitution de z+/>' á x , le second term^ 
evanouit y le coefficient du quatrieme; terme de- 
vient r(Sp'^-2p*p"-+-p*'^) ; et ce coefficient e'va- 
nouit lórsqu'on a p"'=3=52p'(p" — 4p'^). Cela a 
lieu lorsque le pJ-emier membre de re'quation 
est le produit de deux fácteurs trinomcs dont les 
seconds termes sont les mémes et ont le méme 
signe : soient ees deux trinomes xx-^-^px^^q , 
xx^-h^px-i-g^ , leur produit est , 
x^-{'4tpx^-h{^pp-^'+'q')x'''^2p{q^q^)xJ^^qg' ; 
et on a 2p(4ppH-gr+$'' — ^pp)'='^p(q-^q')y 
alors , la somme de deux des racines de Fe'qua-^ 
tion propose'e est la méme que la somme des 
deux autres, soit quant á la grandeur^ soit 
quant au signe. '' 

1*'. Ex. Trouver deux nombres dont on con- 
jioít la somme a«, et la somme des quatriemes 
puissances 2c ( v.:$ ii3 ). Soient ees deux nom- 
bres X et 2^-— jc ; somme des quatriemes puis- 
sances , ^{x*-^SX^^12SSXX-i6s^X'+-Ss*)t=:üC } 
On a,/?'=s ; p"=ia55 5/' '=165' jp"- V"=8^5; 
jp'"=2« X 855=165' j done le second terme 

Tome II Ce 
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fst le quatrieme evanouissent dn méme teta^ 

en faisant x=;z*+« j on a Fequation bicarree 

a . Ex. Trouver dcux nombres dont on con- 
noít la somme et la bomme des cinquiémes 
p^ssances. 

S^\ Ex. Soit x=íc*-ioa?'+35x*-5ox+a4=ip; 
ap'^5,y=35, V^=25, y— V^=io, 
5íp'(/?"-4p'^)=5o==p'". Done , Fequation pro- 
poscfe est reductible á une equation bicarree. 
Soit fait^ 2x=zz, on sí , z*-20z''\'i^z^-^ooz'\-3S^=o 
Soit js=í/+5 j -on a, v* — iOí^*-h9=o. 

j&=8, a, 6, 4 ; ar=4, i, 5, a j ici , 44,i=3+3. 
$ agí; Lorsque dans une equation du qua- 
trieme degre'^ le coefiiqient du quatrieme terme 
divise' par le coefficient du second, donne pour 
quotient la racitíe du cinquieme terme ; ce pre- 
mier membre est le produit de deux facteurs 
tcinomes , dont les troisiemes termes sont les 
mémes y soit quant a la grandeur soit quant - 
aux signes ; il est aise de determinar ees tri- 
nomes^ et de ramener la.solution de Fe'qua- 
licn á celle de deux equations du second degre'. 
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5*. Qae les troisiémes termes des dcux tri^ 
noraes soient ^gaux mais de signes diflerens ¡ 
on a, (xx-^px+q){xx-\'p' X — 5r)=: 
x*'^(p+'p')x^'^-'pp'x''-h{p'—p)qx—qq. Soit 
divise le coefficierit du quatríeme terme par 
la racine da cinquieme; le coefficient du se-* 
cond terme et le quotient sont la somme ei 
la diffeVcnce de deul quániites dont le produit 
est e'gal au coefficient du troisiéme terme. Je 
vais e'claircir ce^ difTerens Cas par des exemples. 
l^ Ex, Soit x^-a«=(a:-a)(x»4-a**4-a*jr«-f a'íT^a^jero* 
^=z{x~'a){xx'+pax-+-aa){xx-+'p' ax+aa) j on-a^ 

p+;>=i,;>y+ari^dela,/7=— ^yp^- ^ í 

{xx^ — ax+aa^^xx ax-+aa}^ 

De la , on obtiem quatre valeurs imaginaires 
de la racine cinquieme, de l'unite^ outre la 
valeur re'elle, On a de méme^ 

^^.Ex. Soit x=:jip*-i4x'4.58x"-70jc+25==oj 
on a, J^25==5; 7o:5=i4. donc,774p'=i4, 
jt7p'-+-io===58 j de la, jP=8 , jp— 6, 
X=(íiáp — Qx-\-5){xx — 8x+5)j les quatre va*- 
leurs de x sont i, 5, 4"+"K^ii> 4 — ^Í^J^V' 

. ^ Ce a 
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. ,5°'. Ex. Soit x=?:^*-6«';^-f-a4«r4-a6=o. 
^1,6 = 4; 24:^=6; de la, 
i=(«« — 4« — 4)(a;«— ^2* — 4)j valeurs de *, 
a(l:±^^2), 1+K5. ■ 

4"*.Z;«. Soit x=**+6«»+i4*a+i8*+9=o. 
K9==5; i8:5 = 6í de la, 
x=í(««r4-4ar+3)(í«;af-f-a«+3)} parunt, «ales 
deax valeurs re'elles. ■ — i, — 5; etles deúx va- 
leurs imaginairies i+J/"t— a. 
.6"". Ex. Soit x=«*4.i2aí'-f35x»+6jif-9=o. 
y^==b ; 6 : 3=3 ; de la fP+p'=ii 2 , p-p'=2i 
^p5=,7,j?'==§;p/>'=35;X=(*«+5«+5)(«jr+7«-3)4 

,, • , . : .— 5+Ki3 -^7+^^6i, 
^aleurs de «, : rrr.» .* " ■ . 



6°". í;«. Soit x=«*-2a;'-55«*-36*-9=o ; 
K9=3 , 56:3=13 ; pH-y=-2,; /?-/==-ia ; 
P=—7 , . p'=+5 j pp'=:—55 j 
X=(a:afH-5«H-3)(ar« — 7¿— 3) j valeurs de «, 
7+>^6i .— 5+í^i3 

• . Exerc. proposé. Partager un nombre donne a 
^eux.fois qjo^deux partios , de maniere que le 
produit/? d^une parlie d-une des divisions. par 
une parúe de Fautre, soit donne; et que la 
^omme 2c des carrés des deux autres parlies 
«ok aussi donuee. 
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Aem. Cel enonce renferme aussi les cas dans 
lesquels a est une double difference au lieu 
d'étre une double somme; savoir, le cas ou a 
est Fexcés des premieres parlies sur les se- 
condes, et celui ou il est Texces des secondes 
parties sur les premieres (i). 

Aprés rexposilion de quelques cas partlcu- 
liers qui facilitent la solution des equations 
du quatriéme degre reduc tibies á ees cas : je 
passe a la solution ge'ne'rale de ees e'qüations. 

§ 292. Une e'quatlon du quatrleme degré 

(1) L'avantage de l'algebre de doiiner d'es' Solutions 
genérales, qui s'appliquent non seulement aux cas qu'on 
a ijpmédi^tement én Tue ^ mai^ encoré á ceux qüí sont 
lies avec eux ; est souvent ^^ompensé p»r la dificulté qu i 
en resulte d'obtenir seule la solution des premiers. Pour 
que cette oeuvre de surrérogation de l'algebre fat tou- 
jours méritoire, il faudroit qu'elle fournit toujours les 
moyens de distinguer les unes des autres les questioñJ 
principales et Ijes questions secondaires comprises sous 
un méme énoncé. Or, oeci n'arrive que bien rarement. 
De la^ naít en grande partía la difficulté de la so 
lution des problfemes composés , et l'état d'imperfection 
de la tbéorie genérale des equations. Ainsi, lorsqu'on 
demande de partager deux nombres donnés inégaux 
de la maniere énoncée dans Fexercice proposé; il est 
difficile de distinguer les uns des autres et de traiter 
séparément le cas proposé comme principal ^ et les cas 
secondaires étroitemeut lies ayec lui. 

Ce 5 
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peut toujours étre ramenee á une equation d\x 
méwe degre degagee de son second terme 
( § 265 ) j sous eetle derniere forrae, la somuie 
des quatre ra cines est zero {§ aSg ) ; partant, 
la somme de deux d^entr'elles est e'gale á la 
somme des deux autres avec le signe con- 
traire. Soit la somme des deux premieres -I-a*, 
la somme des deüx dernieres est — 2«; soit 2^ 
la diflerence des deux premieres , et soit 2d! 
la ilificfrence des deux dernieres. Les quatre 
racimes sont s-i^-d, s — c?, — s-+'ct y — s — df f 
le second membre de Fequatioa etant ze'ro^ 
le premier membre est le produit des deux tri* 
nomes (x-sY-dd, {x+sf-Jidl , lequel produit 

Soit Fequation a?* ^ — jt>- 'x^ — .y 'x+p''^=o. 
Soient e'gales entr^eux les coefficiens des puis- 
sances semblables de xj on a les trois equa- 

lions j 25«H-rfrfH-crc?==p" ; dd-^^dl dt=£^ ; 

(««— rdd)(«5— á'<¿')==p^^ : des deux premieres 
de ees equations , on tire í 

^^ 4« ^^ 4* 

nía 

(^s--^ddXsS'^dd=:(2ss—y)^—^^=p'''S 
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de lá, 64**-3ay'^*-4(4p^^-p"V-p'""=o. 
Le carre' 4iss de la somtne de deux desra- 
cines est dono une des racines d'une equation 
du troisieme degre'. 

Oa peut rendre raison , comme il suít , de 
eette reduction. Soient a^ b , c^ dy les qua-* 
j tre racines d'une equation du quatrieme de-* 

gre qui n'a point de sccond terme, ensorte 
qu'on ait a-|-¿+c-f-rf=o ; on tire de lá les 
tfois equations a+6=:-(cfc?) , a+c=-(¿+d)^ 

Comme le carre d'une quantite est le méme 
quel que soit soh signe , le carre' de l'une 
des six sommes qu'on obtient en prenant les 
quatre racines deux á deux n'a que trois va- 
leurs; il de'pend, par conse'quenl, de la so- 
luüon d'une e'quatíon du troisieme degre'. 

Les quatre racines de Fe'quation propose'e 
etant s^dy s-dy — s-^dí y — s-éí y les sommes 
de la premiere et de chacune des trois autres 
som üSj d-hdy^d — (/y partant, les trois quan- 
tites 455^ {d'+-c/)^y (d — c?)^, sont determinees 
par une méme equation du troisieme degre. 
Soient les jtrois racines de cette equation , 
ly rriy n i on a , 28=]/^ I , d-\-d!=y^m , 



d-d!i=j/^ny' de lá, «+dr= 



2 

Ce 4 
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2 2 

— 5- — cf=^- y ce sont Ja. les 

2 

qüalre raclnes de Fequation proposee du qua- 

iríeme degre', 

- EüiiER, de'montre comme il sult syn.the'- 

tiquement (i) , ce que nous venons de trouver 

analytiqueni^ut; Soit x-=:}/^l-+'l/^mr^}/^n y 

X^ (/-hm+7z)=2j/^/mH-2K^/72+2)k^77Z7Z / 

o?* — 2x^(/+m+w)-+-C^H-'W'+'2)'' 

Solt compare'e cetle e'quation avec requalion 

Sj/^ lmn-=ip"\ partaiit, les quantite's /, 7», n, 
sont de'termine'es par les trois conditions , 

lmn='^p'''^ ; et partan t^ Pune d^ellés telle 
qiie / est de'termine'e par Fe'quaiion , 

64Z'-327y'Z"+4Cj9"^-4p^0 V"=o ( § 267 ). 
On parvienl á la meme e'qiialion en prenant 
pour X ch acune des difiereiices, l/^l-y/^m-l/^ny 

-' III II ■ I ii «iw 

(1) Voycz , Elémens d' Algebre j cbap. XV, 
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Oa peut , presenter d'une maniere un peu 
(difiéreme la re'duction des e'quations du qua- 
trienae degre a celles du troisieme. Soit Fe- 
quation re** — p^'x^ — p'"x+-p^'^=o de'gagec 
de son second terinp ; soit xx — zx-^v un des 
trinomes provenus de deux des facteurs bi- 
nomes aiúquels donnent lieu deux de ses ra- 
cines ; l'autre sera xx-^zx-^p' ; leur produit 
est x*5f — {zz — V — v)x^ — {v^ — v)zX'-\-vp\ 
Soient e'gale's entr'eux les coefliciens des ler* 
mes semblables , on a , z^ — i> — ^'=p" j 
z[p^ — v)==p"' , vv=p^^ j des deux premieres 

e'quations , on tire , 2p^ = zz — j^" H ; 

z 

tti fffs 

2P=zz-p''-^; kvv'={zz-py-^— =kp^^. 

z zz 

2^-ap"jz*-zz(4p^^-p"^)y''=o. Cette equa- 
tion est la méme que la precedente , en fai- 
sant z^=2s j en effet , dans les trinomes , 
XX — zx-^Pj xx-^zx-^-u^ z est la somme de 
deux des racines dont v et v* sont les produits. 

Je vais e'claircir par des éxemples ce qui 
vient d'étre elabli. 

i". Ex. Soit x=x*)f — 25a(;'+i8x+28=o; 
LVquation du troisieme degre' pour de'tcrmi- 
ner ss est 64^^ — 8oos*-4-2o5255 — 324=o ; cu 
z^—r5o!^^^5i'oz — 324=^o, en faisant ^ssz=zz. 
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-I , ^ ^ 

Une des valeurs de z dans cétte ¿quation 

est 36 j diyisant le premier membre par z — 36, 

le quotient cst zz — 1 4^-4-9 j d'otí Ton tire 

je=7+2^^io=(K^5+K2)^; on a done j 3^=6 : 

comme le coefficient de x est positif ; on doit 

prendre d'^d j on W , d'-+-df=^64-^^a > 

</— rf=K5— Ka ,• d=zy^ ; df=:}/"5 ; les 

quatre valeurs de x sónt 3+í/"ja, 3 — K^a> 

t— 3+K5 , — 5 — y 5 ; X est le produit des 

deuxtrínomes {x — 5)' — a, (ar+S)^ — 5, ou, 

XX — 6*+7 , 'rta?+6a;-+-4. 

a* jBjt;. Soit :^:=af*5f -3iJc^-42a;-+-44=o 
Fequation en js devient J2'-42J^'+365je-i764=^ 
une des valeurs de z dans cetle equatión est 36 
divlsant le premier membre par r— 36, le 
quotient est zz — ^6je+49=0} les deux autres 
valeurs de jzr , sont 3+aí/"-io=(í/"54:í^-a)*. 
Les valeurs de ^ss de (dH-á*)' et de (d-d!)^ 
sont 36, (í/"5+K-^)% 0/^5—1/^—2)% les 
valeurs de 3« , d-\-df ^ et cf — d' , sont 
6, K5+K— 2, K5— í/a; de lá, rf=v^5, 
d!==p^ — aj les quatre racines de Fequation 
^ proposee , sont S+yS , 3-J/^5 , -S+J/^-a, -S-J/'-a; 
et X=((^-3)3-5)((ar+5)3+2)=(xr-6jc+4)(ar*-h6jf+i 1). 

3'"\ ^x, Soit x=xV — 5íi;^— 4a;+3o=o J 
Teguation en z est je'-ioz^-95jz:-l6=o j r=i6. 
Pivisant par z — 16 , on a pour quotient 
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Done, les valeurs de (d+jy et de {d — df)^ 
sont negatives j done , les valeurs de d-^-cf 
el de d — c? sont imagináires , et partant , 
Pe'quation proposee n'a aucune racine reelle. 

$393. Les procedes que j'ai exposes dans 
le § precedent pour ramener les equations 
du quatriéme degre a celles du troisiéme y 
exigent que les premieres soient degage'es de 
leur second terme. On peut aussi opeVer cette 
reduclion sans executer preliminaireoient ce 
degagement. 

Soit x=:t*— 2p'a?'+p"a;^— p'^'x+j9^^=o ; 
une equation du quatrieme degre'. Soit re- 
garde le premier membre comme etant le^ 
produit des deux trinonies a:a;-(/7'+r)x4-^+i> j^ 
XX — (y — r)x+js — v; r^ z^v ^ etant des quan* 
tites cherche'es. Dans ce produit, les coeflB-». 
cienS de x*, x' , x^\ x\ x^ , sont respeptive- 
ment 1 , -ap' ^p^p^^rr+^Zy -(a/^'js-avr), zz-vp^ 
partant on ales trois e'quationssuivante^s^pour de'« 
lerminer les inconnues ZyV^ r; rr-^z^=p^ p^ -p^^ } 
^p^z — %vr=p^^^ y zz — vv^=p^7 . Des deux' 
premieres dé ees equations on obtient^ 

*-i^5' ^(— )=^^^='''"' 



/ 
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partant, z est determlnée par une equatlon 
du troisienie degre. On peut aussi oblenir 
ímmediatement les equalions qui de'termlnent 
t ex v^ inde'pendarament de z. Ge proce'dé 
porte le nom de Regle de Bombelli , quoí- 
qué san veriiable auteur soit Ferrari; D me 
paroit presenter d'une maniere moins lumi- 
Bieuse que les precédens la maniere dont les 
e'quations du quatrieme degre de'pendent 'de 
celles du iroisiéme, aussi crois--je devoir me 
contenter de Fexpo3Ítion que je viens d'en 
faire; d'autant plus qu'il a e'te' détaille' avec 
beaucoup de soin par diffe'rens Auteurs, et en 
particulier par CIíAIRAUT dans ses Ele'mens 
d'Algébre. 

Bxer.prop. Trouver quatre nombres en pro- 
gression geome'lrique , en connoissant leur 
somme 4s , et la somme de leurs cubes 4c. 
Ex. Soit 5=10; c=5iio. 
Partager les deux nombres donne's a exh 
Tun et Fautre en deux parties; de manieFe 
que le produit p d^une partie de a par une 
parlie de b soit donne'; et que la somme ou la 
difFerence c des carre's des deux autres parties 
soit aussi donne'e. 

Soit c une somme: 0=10. fc=i2, p=20, c=85. 
'Ex. * ^ , 

6oit c une dififércnce • 0=16 , í=i2 , p=55 ^ c=33. 
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, § 294. Non - seulement la solution genérale 
des equations du qualrieme degre' participe 
á la complication des formules des equaüons 
du troisierxie ; mais il s'y jolnt encoré une 
Gomplicalion qui lui est propre tiree de la 
combinaison de ees dernieres formules , et de 
rextraction des ^aeines carrees á ex^'cuter sur 
chacune dóciles. Aussi^ lórsque les racines des 
equations du quatrieme degre' ne sont pas ra- 
tionnelles , et lorsqu'elles proviennent des ra- 
cines irrationnelles d^une equation du troi- 
sieme degre'; il vaut mieux, pour la pratiqtie, ' 
recourir aux'^voies d'approximation. En par- 
ticulier, Temploi de ees dernieres devient 
ne'cessaire lorsque les raciiies de la re'duite 
du troisieme degre' sont expríme'es d'une ma- 
niere imaginaire, quoiqu'elles soient reelles. 
Xi'ignorance dans laquelle nous sommes en-i 
core sur la solution gte'ne'rale des e'quatibns 
des degre's superieurs au quatrieme repd in- 
dispensable Fusage des methodes d^approxi- 
mation y lorsque ees e'quations n'ont pas des 
racines rationnelles. Les fractions continúes ^ 
appliquees dans le $ 5290 á la recherche des 
racines approche'es des equations cubiques ^ 
fournissent un moyen general d^approximation 
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pour Jes racines de toutes les cquaüons» Je vais 

les appKquer encoré a un ou deut excmples. 

Partager une sommé donne'e en deux par- 
tics , telles , que la qualrieme puissance d'une 
de ees parlies soit e'gale au produit du cul?e 
de Fautre pariie par leur -soname. 

Soit la soriime donnee représentee para; 
la premiére parüe sera plus grande que i j 

1 

soit cetté premiére pariie, i-|-- , Fautre sera 

1 : on a Téquatlon (i-+— )*=ia(i )' ; ou, 

X XX 

X=x* — lOar' ^ — 6x — i ==oj ap=io+- 

En faisant ar=io; le rapport approche des 
parties cherche'es est celui de 11 á 9; en 
faisant x^^^icHr^J 5 ^^"^ rapport approché est 
celui de g4 á 77 ; la difference de 94* á 77* X 171 
n'est pas 7o^*óoó ^® ^^^^ ^^ ^^^ produits» 

Si on propose la question : trouver deux 
nombres, tels, que la quatrieme puissance 
du plus pelit d'entr^eux est egale au produit 
du cube du plus grand par leur differencej 
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on a Fequation, a:*==:(i-í-«)*j laquelle difiere 
de Fequation x^i^{i — x)^ a laquelle on peut 
ramener la question precedente, , seulement 
^ par le signe de ap j on a , 

X=x* — *« — 5ara-— 3jf —1 «c=o; x=5 ^. 

X'^===io3;í''*-457:r'^«+42Oar''^-i44*'^+i7==0;ar=^4-^i^^ 
X'"r328iy"-779a«"'V48a4«'" -i igiy'+ioSrrro; «"'ra+i,^^ 

^w^. ^jc. Trouver dcux nombres tels que 
la quatñeme puissance de Tun d'eux soit egale 
aív produit de Fautre par le cube de leur 
somme^ itemi la quatrieme puissance du plus 
petit doit étre e'gale au produit de Tautre 
par le cube de leur difierence. 
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Relatif á quelques Eclaircissemens 
géométriques. 



I 



jLjes Matliematiclens niodernes , depuis 
De5CARTES jusqu'á nos jours, se sont occu- 
pes avec soín des Applications de l'algebre 
á la ge'ome'trie, et leftrs travaux á^ cet e'gard 
ont beaucoup contribue' á ravancement des 
seiences mathematiques soit abstraites soit ap- 
pliquees« Mais ils se sont bien moins occupes 
de FappKcalion de la geometrie á Talgebre. 
Cependant , on peut aussi quelquefois répan- 
dre du jour sur les ve'rite's alge'briques , et les 
ix^ettre sous les yeux par le secours de la ge'o- 
metrie. L'appendice que je joins á cet Ouvrage 
est destine k donner quelques eclaircissemens 
tires de la ge'ome'trie > sur les points suivans : 
sur la regle des signes de la multiplication ; 
sur la distinction entre* les quantite's positives 
et les quantiies ne'gatives j sur Fintroduction 
des signes de l'indetermination et sur celui de 

rimpossibilite 
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Pimpossibilite representee par l'infiaí ; suf la 
doctiine elementaire dts máxima ^\ des .mi-^ 
nirna j et sur ce^e des quantites imaginaires 
qui est intímement liee aveG elle; sur la liai^ 
son qui regoe entre les diSeVens oas auxquels' 
une méme question peut donqer lieu , etrsuc' 
Ift maniere dont les uns ou les autres de ce^; 
eassont obtenus, suiTant les riapports qul re- 
giieílit entre les graod^ur s des quantites (doa-^ 
Bees dans Piñonee d'une question^ Quoiqu'ik 
^onvienpe de joindre ees; e'dairoissaibeHs a l'en-f 
seígnemeñt' de chacan des .ob|ets attxqucAs il$> 
soñt r^latifs; f ái oritde^pir les réiii^ir á la fio; 
dé ciet ouvrage, pour ne pas art*éteD cjettx^des^ 
I^feurs qui n'aiiroient- pas les legares -ooiih^ 
poiss^nces ^éome'triques <|u'Us »ifppo:|ent.: ' I 

^olairds^emejit s^r le 5 26. ( jfigv.y \ 

j ¿95. La regle de la multipKcalióti qúanlí 
aiux signes peut étre eclaircie ge'omeiriqueméhf ¿^ 
él' mise sous lesí yéai coniirie il suitv 
^ 1**. Le reclangledieílttsóiíniiie de deuk lígneí 
páf la somme dé deux autres est egal ¿Ma 
somíne des yectanglibs' de chacune^ 'défs*'deüi¿ 
premieres ]igiu;spar cháCurié des déux aütres," 

Soit AB la somme d^ deux droités AE, £B; 
fX soit AC , la^ somme de deui dróites AF , FCi; 
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soit fait le rectangle ABDC des deux sommes> 
AB9 ACj et par £ et F soient menees aux, 
coles de ce rectaoglje des paralleles qi4 se 
rcDContrent ^n G. Le rectangjle AD est de- 
coiopQse daoskles.quatie rectangles AG, BG,. 
C&, DG, quí soot respectivement les rectan- 
gles, AExAF, RE xAF,AExCF , BExCF. 
< '2'^..DureGtAngIe de: la sóoime de deux lignesi 
par la sómoie de deux jaulires y soit ote le. rec^ 
taoglé de la. diffrrence des deux premi^res^ 
pai^'Ia^differeQce des deux deraieres; j'affirme 
que le rehile «st egal aadouble de la somme- 
úéh i'featangles^ della pWs grande des deux pre*. 
UiibrM {lan JüL plus peiile des deux d^rnleres^, 
«l^«de i^.t^JíKifc petue des deux premieres par 
]a pJbufiigjFaii^de des deux dernieres. , 

Soit AE la plus grande des deux premieres 
lígnes AE'^ BE; et soit AF la plus grande des 
4eúx,^fiutpc^Jigncs AF, FC, Soit prise A^?=sBE; 

Par e soit n^exiee a AC une paralIMe.qui ren- 
:^ontre ^en g et ¿ les droites FG, et CD ; 
€^t par:/* soit menee á AB une paralléle qui 
i]enQQntKie en i la depite eh. Le rectangle Gi 
-est le reqtangle de la difierence £& des deux 
l^remiéres droites-, par la difierencc F/* des 
deux dernieres ^ et l'exces du rectangle AD 



des deüx sommes, sur le rectangle 6¿ desdeux 
difierencesy est la somnie des quatre rectangles 
E/, BG, Dg, Cí ; or , Dg=Ef, et BG=Cí, 
done , ]a difierence des deux rectairgles de» 
sommes el des diSerenees , est double de la • 
somme des rectangles E/*etBG, ou AExGF, 
et BExAF. 

Cor. £h particulier^ soient c el d egales4^' 
o et 6 respectivement. ' 

(a-f-&)«— (a— ^)fl==4a¿^ (á; — hY^i=uia'^Vtab^bh* 

Eclairciaaementsurles ^ ag et48.( fig. 11^ ) 

§ 296. Soit AB une droite donnee de gran- * 
deur ¿ prolonger en x de maniere que lé rap- 
port de AX á BX soit donne*. 

Construction. Par A et par B soient, menees 
deux droites paralleles entr'elles Ka et B6 y 
qui sQÍent entr'elles dans le rapport donn¿. . 
Soit menee ab qui reencontré AB prolongee 
en X. Les droites AX et BX sont les droites 
cherche'es. 

Rem. 1". Pour que ié probleme soit resolu 
dans le s%ps propre dé Fénonce'^ suiyant le-* 

Dd2 
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quel AX^BX , on dpit donner Aa>>Bb j 
si on dónne Bb'^Aa y la droile b'a rencontre 
AB en X' , • de maniere que les droites AX 
et BX , ont okangé Vane et l'autre de direc- 
lion en devenant AX* et BX'. Ce change*- 
ment dé direction est indique en algebre par 
le changement de signe. -La direction ABX 
etant regarde'e comme posiüve, la. direction 
BAX' oppose'e á la premieire, est appele'e 
negative : on compare eatr'clles, ou les deux 
quantites positives AX ct B3íj ou les.deúx 
quantites ne'gatives AX'.etBX'j ipai^ on n^ 
compare pas Tune de.cesJignes positives^ avec 
Tune de ees ligues ne'gatives. 

Jlein. á^*. Si la droite B6" est donnee egale 
a Aa, la droite, a6'! e^t parcele á AB: et 
11 n^y a aucun pomt dé rencontre de la droita 
abf^ avec la dr,oüe AB prolongée dans Tune 
ou dans Tautré des deux directions opposees. 
Bciix quantites dont la difFerence AB n'est 
pas nulíe, ne pieüveot pas étre egales en- 
tradles ; rimpossibilltd'de lá question propose'e 
est aíórs indique'e par le defaut dfe rencontre 
desligrícs AB , 06" qui devroient se rencon- 
trer pour que le queslion fut possible. 
i'JR^m. 5™*.^ Píus-lajligne B¿ a|>procbe d'e- 
tro egale a Aa ou B¿?','/plu5 Ip poin|rde ren-^ 
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eontre X est eloigne. Comme la lígoe B5 peut 
ififlFerer de Aa ou B6" moins que d'aucune 
quanále' assignec , «ussi le rapport de Aa a 
Bb , el celui de AX á BX qui lui est e'gal , 
peut approcher du rapport d'é'galite' plus prfes 
. que n'en approche aupun rapport assigne' de 
plus pelite inegalite ; el il en est de méme 
du rapport de B6 á Aa ou de BX' á AX'. 
Le rapport d'e'galite est la limite du rapport 
de deui^ quantites dont la difiPerence AB est 
donne'e. 

Rem. 4"*, Que la droite ab" parallele a AB 
s^approche de AB parallelement á elle -méme 
jusqu'á coÍQcider avec elle; et qu'en méme 
tems la grandeur de AB dimiaue ( en con- 
servant sa direction ) jusqu'á e'vanbuir. Tous- 
les points des ligues a¿" et AB coíncideront 
^ la question sera índe'termine'e. 

Rem. 5"*. Soit AB=d; Aa=í* , B6s=C; ét 
seit ct^C. Parles triangles seml>]ables,'-¿"a¿^ 
BX6, on a, *&":B6=±=a&":BX} B6":Aa= 
ai": AXjou, «-C:C=:rf:BXj «— e:a=íf:AX y 

BX=dx — :;, AX=dx :,; Soit «<C; 

et b * b • 

on a de roéme e-a:C=á:BX'; C-^:«=rf:AX^; 

' C XL 

JBX'=ífX ;; , AX'=c?X:;^ — • Le change- 

Dd S 
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saent de signe du terme « — C pour devenir 
X-— « ^ indique le changement de direction des 
droites AX et BX qui devienpent AX' et BX'. 
3pit C=r=« ; AX et BX sont Tune et Fautre 
iiopo5$¡bles ; a moins qu'on ait en méme 

IBclairciesement sur les §§ 3o et 48 , ( fig. III*). 

^ 39/7. Soient AB, CD, deiix droites don- 
pees de grandeur; á couper l'une en X et 
Fautre en Y , de maniere que chacun des 
f^pports de AX a CY , et de BX á DY, soit 
fáoiiiie. 

Q\ifi l^s «irapporis donnas de AX a CY, et 
de JJ^X a D1i&; sotent respeciiveoiept egaux 
9iux jrapporls de AB k deux droites J&by Aa^ 
qm «Dient menees ^ par J3 et par A paralleles 
entr^elles. Sqient menees A¿ y et Ba ; sur 6B 
deptas le poiut b , soit portee bBf e'gale á CD ; 
et sur Aa d^uis le point A soit prise AA' 
eussi Qgalé a CD^ Soit menee B'A' qui ren- 
€ontre 3a etk ^Z; par Z y s6it mteoee á Bb 
ou Aa une parallele qui rencontre.AB.en X, 
et A6 en V. 

La droiteZV, egale a AA' et 6B% sera 
cgale k CD^ et les droites AX, BX et XV, XZ, 
soot respectiyement les parties jcherchees, 
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les premieres de la droite AB^ etles se'coi^es^ 
de la droite CD. 

Pour que le probleme soit possible, dan» 
le sens propre de I'etioncé , suivant léquel 
AB et CD sont les «ommes des parties cher* 
cbees; la droite A'B' doit rencootn^r la droii^ 
Ba, entre les poínts^B et a ^ ce qui a lieti > 
lorsque la droite CD tiexit un milieu entre cha- 
cune des droites B6 et Aa; ensarte que,, eüe 
est plus grande que Tune d'elles et plusjpetite 
que Fautre (fig. IIF. i**. ). 

Lorsque les droites Aa et B¿ sont egáles 
eiitr'elles, et Pune et Fautre <^a}f^ k QP^; 
la ligne B'A' convient aveeia ligoe Bajitous 
les points ^de ees deúx l^aes sont d^s points 
de rencontre , lé ptobleme -est /^ilorsviadéT 
termine ( fig. III. 2**. ). 

Les droites B¿ et Aa etant egáles entr^elles^ 
mais inegales á CD, la droite B'A' .- ost pa^ 
rállele á ,Ba ; il n'y a aucun poidt de ren^- 
contre Z des :droke9 Bo., B'A% ét.4e pi^r 
bl^oie est ioipossible Cfig. III. ^^ ). 

Qu)& les ligues B6 et Aa aoíent »Mgaks^0tr>e 
ellés, et que la ligne CD soit plus gr^^tíde 
que ehacune d'eUes^ ;ri¡BB'<;aA' ou Bb^Aa} 
la ligne A'B' rencontre aB prolonigeie de a 
en Bjie póint X esjt sitüe^Ux: fe proloiíge- 

' Dd4 
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ment de AB' prolongee de A en B , de «ía-t 
iiiére que AB est la diflerence de AX et de 
BX; et atissi^ VZ est la difieren ce de VX et 
de ZX , oü , CD est Fexces de CY sur Dlf 
(fig.III. 4^)^ Aü ct>nttaire, si BB'>«A' ^ 
Igt partant, B6<CAtt, le point X est situé sur 
BA proÍotig*e'é dé B en A, de tnaniére que 
AB est i*e^ces de BX sur AX, fet aussi GD 
fest Fexces de DY sur CYí 

II\eñ est dé m^me si CD est plus petite 
qee chacune des droites Aa , B¿. 

Puisqué la baturts de la reponse ái la qués- 
tion propósí^ d^^end de la grandeur de la 
ügne CD nela'tivement aux ligues Ka , B¿ j 
ielle est de'terqíiineé par les qusntiteá dohnees 
dani» la tjú^sfion^ ét elle n'est pas 'au cfaoix 
de celui qui s'en occupe. 
- Dans ees diSeréntes tepónsies, les quantites 
Xf¡ú^ V<ín coriapare entr'elles conservent Fuñé 
let Tautre le$ directions süivaüt lesquelles on 
les regardoi^ éonfimé jpositiveis ; ou changenl 
I'une et Taútré c^ directions.; dé maniere 
^ü'on compare eiitr'ellefe deul quantites po- 
títives ou dcuk qüantite's ne'¿atives,;mais qu'on 
tíe compare pas .une des |>remi^res ^vec uñé 

tles dertíieres. 

' II est^ise d'appliquer le calcul a la cons*^ 
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tí^úction precedente, et de red aire la question 
proposee a Tune ou a l'autre des deux sui-^ 
vaates. Trouver deux droites dont on connoit 
la somme ou la difiereñeé, et le rapport» 
En eflet ^ a cause des paralleles > 
A! a :BB'=A'Z :B'Z=iAX :BX. 

Eclaiféisseñient sur le $ 87]^ ( fig. IV*. ) 

$ 2^8. Soit AB une drolte donne'e de gran-»- 
deur a couperen X, de maniere que le rec- 
langle AXxBX, soit egal au carré d^une droité 
L donnee de grandeur. 

On síait { par les Eletncns de gtíome'trie ) 
<Ju'e si d^un point quiélébnqüé de lá circon- 
ference d'un denii-cercle on abaisse stír soü 
diametre une perpendicttlaire, le carrte' de cetté 
perpendiculaire est egal au rectangl'é deis par- 
tie^ dü dian&etre. De lá , decoule la coustruc- 
lion suivante du probléme propo&e. 

Sur AB comme diametre §oit de'crit un 
idemi^-cercle , d^un point qüelconque de AB, 
par él^ttiple^ dé son milieu X3, soit elevee 
-á AB une perpendiétilaire CD egale a L j par 
le ^sonimet D de cette perpendiculaire soit 
menee á AB une parallele qui rencontre ( s'il 
•st possible) en Y la circonference du demi*- 
t^cle ; et de ¥ soit abaissiie sur AB une per« 
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pendiculaire YX , le point X est le point de 
«ection cherche'. 

Pour que le probleme soit possible , lá pa- 
rállele menee par D doit renconirer la circon- 
ference du dcmi-cercle , pour cela , la drolte 
CD ou L ^ ne doit pas étre plus grande que le 
rayón CA ; de maniere que sa plus grande Va- 
leur est le rayón CA. Lorsque CD ou L est 
pluspetite que le rayón ^ ou lorsque le point D 
est en dedans du demi-cercle, la parallele menee 
par D rencontre la circonference en deuxpoints 
Y et Y' auxquels re'pondent denx points X 
etX% semblablement places de part et d'autre 
du milieu C; de maniere que les droites AX 
et BX d^une des divisions , sont respectivement 
egales aux droites BX' et AX' de]l^autre <livision. 

Lorsque le point D est sur la cirCocífereiH>e ^ 
la parallele a AB mene'e par D, touche la cir- 
confeVence y et la solulion est umque j les points 
X et X' se reunissent en C. 

Lorsque D est bors 4e lácircoofórenpce 
pu lorsque L est plns grande que la.moitié'de 
AB , la parallele a AB meoe!e par D ;ne ren- 
contre pas Id circonference , tant les porints Y 
que les points X n'existent pas y et le probleme 
est impossible. ^ 

L'impossibilite qui est indiquee algebrique* 
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ment par I'iDtroduction dn úgne }/" — 1, est 
<loDC indiqucfe g«odEietrtquement par le de- 
faut de rencoQtre des ligues que requiert la 
constructiotr. 

L'idee de Jiop^rencoiiilTe de lá parallele au 
diametre menee par D et de la drcónference 
déciite sur le dianietre AB, «st une idee uní- 
que j et on ue peiit pas diré que cette non* 
rencontre est plus ou iboíds grande süivant 
que CD est plus ou moins grande. Oe qui s'ac- 
corde avec Funite de signe de Fimpossibilite 
reduite á >^-i. 

L'applicatton du calcut ¿la construction süp- 
pose la reneontre de la parallele raenée par D. 
avec la circonférence : cette applícation est 
fondee ^ur Pexistepce du triangle CYX rec- 
tangle en X, dans lequel on connoit l'hypo- 
tlienus6CY=::CA=a; une des jambes de Tan- 
gle droit XY==/ ; et dans lequel on deter- 
mine Fautre jambe de Tangle droit CX par 
réqüation CX^=CY^~XY^==aa.-J/ ^ d^oü 
Ton tire CX=;/^(iiaP il^ Quoiqoe le fonde- 
m€nt de cette applicirtiofi n'exíste plus iorsque 
aa<^U^ on a conserve comme symbole ( et si 
je puis parlerainsi, par une espece de meta- 
phore); le résultat'de cette applícation, lors 
méme qu^elle ne peni p||is aToir lieu. L-alge- 
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bre apprend Fexensioii donnee aux formtdes 
au-delá des cas d'oü elles sonl titees par Fin*- 
troduction du signe p^- — i. 

Scholie. Je crob devoir faire remarqtier ^ 
que la geotnetrie indique d'une maniere uni- 
que les deux genres d'impossibilite re'pondans 
aux deux signes ¿-ét >/"* — ij savoir, Fün 
et Faulre par le defaut de rencontre des lignes 
qui daivent se rencontrer pour que la ques-' 
tron soit riésoluev 

ou la moyenne arithmetique entre deux quan- 
tites inegales est plus grande que la moyenne 
geometrique entre ees quantites ( v. $ 46 ). . 

Eclaircissemeni sur te $88, (fig. V*. )• 

$ 299. Prob^ Soit AB une droite donnee de 
grandeun On demande de la couper en X 
de maniere que la somme dies carres des deur 
parties AX et Bl^ soit egale au carre d'une 
droite L dosine'e de grandeur. 

Paroá les difierentes manieres de resondre 
cette questión geometriquement, je prendrai 
la suivante. 

D^un point quelconque de la dróiteAB , 
^at exem^ple , de son extrecoité A^ soit elevee 
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Íl AB une perpendiculaire Aa egale á AB; 
et soit menee la droit^inde'finie Ba. Du point A 
^ CQmmé centre avec le rayón L soit decrít un 
cercle ,• qul rencontre ( s'il ést possible ) la 
droite Ba en Y; du point Y soU abaissee 
sur , AB la perpendic^kjire YX; les droités 
AX et BX sont les drbites cherche'es. 

Comme la droite AD, perpendiculaire k 
Ba , est la plus petite des droites mene'es de 
A á quelque point de la droite indefinie Ba; 
pour que le probleme soit possible , la droite L 
Be doit pas étre donnee plus petite que AD ; 
soit ABí=2AC=aa, AD's^aa; l^^2aa. 
. Tant que le point Y existe , DY^=//-— raaa. 
mais DY^=aCX^ done, 2CX^=//-^aaaj 
et CX=K^(^// — ad). Lorsque It^^iacty il y 
a deüx points Y, etdeuxpoints X sémbla- 
blement places relativement aux poidts A el B; 
!Pour que le prol|leme ; soit resolu dans le 
sens propre de l'e'nonce , suivant lequel AB 
est 1& somuie des droites cherche'es; le point Y 
doit étre áitué entre B et D, ^t alorsle poiñiX 
est sitúe entre A et B ; ou ee qui revient au 
méme, la droite / ne doit pás étre donnee plud 
grande que AB. Sí la droite 7 es( donnee plus 
grande; que AB, le point de sectiony est situó 
sur DB prolpngee dans la direction I>B,.etle 
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point X correspondant e&t sUue sur le prplón-^ 
gement de AB. X#a droue Bx a ch^ógé de 
direeiion relativemeiit á la directioa de BX; 
la droite AB ést ki dtíFerence de Ax et deBj? 
au lieu d'étre la somme de AX et de BX; 
^t algebriquemeiit párlanc, elle est di(e étre 
la somme de Are et de — Bcv. Oo obtieot de 
méme le point ^ situé sur le prolongement 
de AB daps la direction BAop' ¡ auquel repond 
la differeBCe klí^^x'—Kx\ 

Les deux quest¿OQS daps IWe desquelles 
AB est la somme des deux parües cherchees^ 
et dans Fautre AB est la diffierence dé^deux 
droites cherdiées y sont liees entr'elles d^uae 
maniere si intime ,, que , si elles sont possi- 
bles, on obtient la scJution de Pune des deux, 
suivaat la grandeuü donnée de la somme des 
carras j et la repoose k Vune. ou a Fautre de 
ees quesúons ne depend pas de celui qui les 
re'sout, mais elle esjt'déterminee par les rola^ 
tions qu^ont entr'elles les conditions enoncees. 
. . Dáns oét exemple y les deux solüúons ( si 
elles sont possibles ) sont relatives Fuñe et 
l'autre á des quantites posiiiveS) ou Tune et 
Tautre a des quantite's negatives. En changeant 
un peu la nature des conditions , Tune des 
Solutions peut étre relative a des quantite's po* 
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sitives y et l'autre a des quantitcs negatives. 

Au^ieu de demander que la sorome des car* 
re's de AX et de BX soit donnee de grandeur; 
qu^on demande que le carr¿ de AX, joint au 
carre' d'une droite qui a un rapport donne á BX 
soit donne de grandeur. Au lieu d'e'lever 
la perpendiculaire Aa e'gale á AB, soit e'levee 
cette perpendiculaire e'gale á la' droite dont 
le rapport a AB est e'gal au rapport donne;, 
et soit menee Findefinie ha ( fig. V*, a"* ). Si la 
droite / tient un milieu entre les droites AB. 
etAa, les deuxsolutiops^siellessontpossibles^ 
sont Fuñe et Fautre positives , de maniere que 
AB est la somme ^ dan^ le sens propre y des 
parties cherchees. Si la droite I est plus grande 
que la plus petité des droites AB, et Aa, 
mais plus petite que la plus grande d'entr^elles, 
une des deux solutions est positive et Fautre 
est negative. Si la droite I est plus grande 
que chácune des droites AB et Aa ( fig. V 3°) 
les deux solutions sont Fuñe et Fautre nega- 
tives; de maniere que pour chacune de ees. 
solutions la droite AB est une difierence; et 
d'apres les donnees, celui qui resout la ques** 
tion n'á pas le choix de la nature des solutions. 
Dans le cas oü / tient un milieu entre AB et 
Aa^ sa |)lus petite valeur est la perpendiculaire 
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AD abáissee de A sur Ba ; et cetle plus peúte 
valeur se determine par Tequalion , 

T>A 4 n AT^ AT^ B A X Att 

ficlaircissement eur fe $ 9? ( %♦ TU* ). 

$5oo. On peut e'claircir ge'ometiíquément ce 
qüi a e'té developpe' dans ce § , que le rappórl 
de deux quantites est connu quand on connoít 
le' rapport de leur produU k la diíFerence de 
leurs carre's. 

Soit AXB i;n trianglé rectangle en X, du 
sommet X soit abáissee sur Thypothenuse A3 
W^e perpendiculaire XY; Qt soit Fhypothenuse 
coupee en deux parties egales au point C. On a 
les deux equations, BX* — AX^=:=¿ AB;^CYj 
ct AXxXB==ABxXY. Partant, enadnoiet- 
lant les symboles du ueste, ClClXX=glp i 

de lá, CA.:CY=K(9?-I"P»:í, et 
BY: AY=K(g9HrPP)+9 :K(?9-^^^ 

Mais, BY: AY=BV : AX" } donp , 
BX:AX=K(99+i^i^) + ?:p=i?:K(?9+i>p)^^ 

Eolaircissement sur le $ io3, (fig. Vr)j 

$ 3oi. Soient AB, elCD, deúx droites dón- 

nées 
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tíées dtí grandeur : on demande de les prolou'^ 
ger, la-pi^emiere en X et la secondc en, Y, 
dans les directions ABX$ CDY, de maniere 
que le rapport de AX a CY soit eg^l a ujjj^ 
rapport donne ^ et que le rectangle JBX X DY 
soit donné de grandeun . 

Que le rapport donne de AX ¿ Clt sqi% 
egal au rapport de AB á une droite B6 ,. la^ 
queile soit menee depuis le point B f^iisant 
un angle quelconque ávec AB : soit menee 
Ab. Sur la droite B¿ soit portee depuis le 
point b une droite ¿E ega]e á GD ; et pfir £ 
soit menee a A6 une parallele , qui rencontre 
AB en F» Qu'uae droite m^nee par X paral** 
lelement k Bb rencontre Ab en Y, et £F, 
en Z. Les droites VZ, ZX, VX> seroiit resr 
pecdvem^nt-Negales aun droites CD, DY, CY* 

Les triangles AB¿> FXZ, etant semblables; 
B6:AB=>ZX:FX=ZXxBX:FXxBX: Soit 
le rectangle donne ZXxBX.ou DYxBX 
egal au rectangle de Bb par une droite don^ 
nee L; on a B6:AB=:B6xL:FXxBX=s 
B6xL:ABx,L;etpartantjFXxBX=ABxL^ 
t)onc , la question est re'duite a trouver deu% 
di'oites FX, BX, donton connoítla difierence 
BF et le rectangle ABxL* 

Un des points.de prolongemcQt % repond 

Tome IL £q 
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á' la questlon dans le sens propre de Fenonce* 
1*. Soit L<CFB y Faulre point X' est entre 
A et B, et le point Y' correspondant est aussi 
étitre C et P, de maniere que les droites 
AB, CD^ sont respeclivement les sommes des 
droites AX', BX' , et CY', DT ; les droites 
BX' et DY' ayant Tune et Fautre change de 
directíon et partant aussi de signe* 

3*. Soit L^FB , Fautre point X' est situé' 
sur AB prolonge'e dans la direction BA : et 
le point Y' est situé' sur CD prolonge'e de D 
en ex Les droites AB, CD, sont respective- 
ínenir les exces des droites BX' et DY' , sur 
les* droites AX' et CY', Les droites AX' et 
GY', ont Fuñe et Fautre des directions op- 
posees á celles suivant lesquelles on les c^on- 
sideroit originairement , ce changement de 
direction est indique alge'briquement ' par le 
changement du signe de Fuñe et de Fautre ; et 
commé elles ont change etísemble de direction 
óu de signe , leur rapport ne change pas : de 
méme les ligues BX', et DY', ont Fuñe et Fau- 
tre change d.e direction et de signe, mais leur 
rectangle conserve son signe. ' ' 

Au cas oríginairement propose , se joígnent 
deux autres cas úe'cessairement lie's avec lui 
de maniere qu'on ne peut pas regarder la sólu- 
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iion cotnme complete en ayant egárd aü pre- 
mier cas seulement. Et Pobtention de l^un ou 
de Fautre de ees demiers c^s est detei^inee 
par les connoissanties donnees dans la qüeáüon^ 
ei ne depend pas de celui qui la k-esout. 

Rmi. On auro^t pu dtstinguer trois cas> süí- 
vant que CD est egale ¿ B¿, plus grande qu^elle 
ou plus petite qu'elle : mais ^ le procedí^ de 
la solulion etaut sensiblemeiit le méme pouir 
cbacun d'eux : cette distinction est superflue^ 

Eclaircissemeni sur le § io4, ( fig. VIIF). 

$ 3oa. íe vais montrer par Texemple du prp- 
bleme de cé^ , comment on peut , par des coñ- 
i^iderations geometriqües ^ tamener une ques-< 
tion compose'e á quelqüe qüestion beáucoup 
|>lus simple : en raraenant immediatement le 
(> róbleme proposé á celui du $ 87^ 

Soient AB> CD, deux droites doñnb'es dtí 
grandeur a couper la premiere en X et la 
Beconde en Y , de maniere que chácun des 
rectangles AXxCY et BXxDY soit donijé 
de grandeur. Solt AX X CYx= AB'x CC% 
et soit portee CC sur CD depuis le point C j 
puisqli^on demande que le point X soit entre A 
et B, ou que AB>^AX, on doit avoir CY>>CC', 
de Fequation AXxCY=ABxCC^, on tire la 
proportion AXiABacCC'lCY j et de la | 

£e 52 
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BX:AB==C'Y:CY. Soit aussi BXxDY=t: 
ABXDD'J ou BX:AB=DD';DY; on aura 
€'.Y;CY=DD':DY; et de 1¿ , C'YiCCW 
PP' :D'Y; partaot , pn coonoit la sómme CD' et 
^e rectapgle CC' XDD' des-ctlwte» C'Y et IK Y ; 
.4onc,, ees droites sónt l'une ét l'autre connues. 
i'Pour que le probleme soit possible, on doit 
^voir, C'D'^^4CC'XDD'; dono, 
C'p.'=2;^CC'xDD'¿ou,CD-(CC'+DD')$^aKCC'xDiy; 
CD^CC'4-DD' + a^CC XDD' J(i/"CC'+|/T)iy>» ; 
ct ><QI)^KCC'-f-KDD'i ce qui est conforme 
au I j.o4 ; en effet, en appelant 
Í¿=í? , CD=¿ } AB X CO=p, AB X DD'=^»j 
les quantite's CD, CC', DD' , sont entr'elles 
comme_^ Jes quantités «¿> />,/>'} et cotptiie 

a°- QuQ les droites AB et CD soient respec- 
tivenaent les exces des droites AX §t.CY sur 
les. droites BX et DY. 

La droite CC' devrd étre plus grande que 
chacune des droites CD et CY : de la propor- 
üon AX:AB=CC':CY| on tire, 

'AJ¿— AB:AB=CO— CY:CY} ou, 
BX:AB=C'Y:CY.=DD':DY; de lá , . 
C'Y :C'Y-t-CY=DD' :DD'-f-DY , ou , 
\C'Y:CC'=DD';D'Y. Done encoré, on cob- 
noit la somme CD' et le reclangleCC'xDD' 
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des droites CY , D'Y, Oa a de tnéme , 
CD'^r4CC'xDD'; C'D' raicee xDD'.Or, 
CD'==Ct'-f-DD'— CD } done , 
CD^CO — 2i^CJC[ X DD' + DD' , 
KCD^kCC'-kDD' , ou yCC'>PCD+KDD^ 

Si Tordre des points dolt étre XAB, YCD; 
on montre de méme que KI>D'^>^CC'+KC1>. 

Je vais montrer par un cxemple , tire de 
rexercice propose' p. 5a3 , comment on péut 
ramener des questions compliquees á des ques- 
tioDs plus simples deja resolues. 

Soient AB , CD , EF, trois droites donne'es de 
grandeur : on demande de les couper en X, Yj 
Z^ de maniere que chacun ' des * rectangíes 
AX X CY r BX X EZ , DY X FZ , soit dónne de: 
grandeur. Soit AX X CY=: AB X CC' ; et sóit 
ce portee sur CD ;. on aura AB:AX=: 
CY:CC; et de lá , AB:BX = CY:CT. 
Soit B:^xEZ=ABxEE' , et soit portee ÉE' 
sur EF; on aura AB:BX=EZ:EE'; et par- 
tant , CY : OY = EZ : EF ; done , 
CY — CY : CY = EZ — EE' : EE' , ou, 
ce :C'Y==E'Z:EE'; partant, la question pro- 
posee sur trois droites AB , CD y EF , est ra-* 
menee á la question óorrespondante deja re- 
solue sur deux droites seulement. 

On ramene de méme successivement la quesn 

Ee 3 
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tion proposee sur un certain nombre de droitea^ 
k la questioñ correspondan te sur un nombre 
de droites inferieur d'une unite'. 

Eclairoiasemeni sur le $ jo6, ( fig. IX*), 

$ 5o3. On peut eclaircir geometriquement la 
double solution á laquelle conduit la questioñ 
resolue dans ce $, 

Soit AB une droite proposee a couper en X 
de maniere que le carré de AX soit egal au 
rectangle de BX par une droite donnee AC¿ 
tfiquelle soit portee depuis le point A sur le 
pipolo'ngement de BA. Fuisqu'on doit avoir 
AX^=íBXxACi AX;:BX^AC:AXí delii 
AX:AXH-BX=AGíAC-hAX; ou, 
AX:AB=AC!CX/ done , on connoit la diC» 
fe'rencé AC , et le tectanglé des drbites AX et 
CX; done, elles sont l'une et Tautre connües^ 

La droite AC peut étre prolongee de part 
et d'autre, én X et en X^, de maniere que 
<;hacun des rectanglés AX X CX , AX' X CX% 
est e'gal au rectangle doñne ABxAC. La 
aeconde solution donne le point cherche dani 
Fordre X'AB j alors , la droite AB est la <fip» 
ference des droites BX' ét AX^ La droite BX' 
$1 conserve la direction suivant laquelle elle 
4\Qi\ yegardee comme positive^ La droite AX* 
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a change la direction suívant laquelle elle e'toit 
regarde'e comme positive, qu son signe ^ mais 
son carre a conserve son signe; et part^nt, cp 
carré et ce rectangle conservent leurs^signes. 
Puisque ^X X BX = AB X AC , et que 
BX^AC, AB^AX j done, le point X est 
entre A et B; et ¿ cet egard le probléme 
est resoíu dans le sens propre de Fenonce. 

Eclaircissemeni sur le $ 108 > (fig. X'). 

Le problenae deVeloppe dans ce ^ , enyí- 
sage' sous un point de yue geometrique | peut 
s'enoncer comme il suit : Trois points etant 
donnes sur une méme droite ; trouver sur cettp 
droite un quatrieme point , tel , que le reor 
tangle de ses distances a denx des premiers 
points , soit au carre de sa distance au troi- 
ueme de ees points , dans un rapport donn^« 

Soient les deux premiers points donne's desi- 
gne's par A et A^ ; soit le troisiéme des poin^ 
donnes designe par B. Comme les points A et A' 
jouent le méme role dans la question poposee,, 
ees trois points donnent lieu seulement á ámx 
positions diflerentes AA^B^ ABA^ Que le ppint 
cherche soit designe par X« A la positio^ 
AA'B re'pondent les quatres positions difie- 
rentes, XAA'B, AXA'B , AA'XB , AA'Blt. 

£e 4 
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A la posilion ABA' repondent les deux posl- 
tions differentes, XABA', AXBA'. U parott 
done que . la question proposee donne lieu a 
úx^ cas. Dans ees eclaircissemens sur un ou- 
Vrage alge'bríque , je ne crols pas devoir de'- 
tailler chaeun d^eux; mais, je vals seulement 
traiter Pun d'entr'eux , leí que le premier , 
idans le bul de:mettre sous les yeux la liaison 
qui régne entre quelques-uns de ees eas, et 
la maniere donl les relations qu'onl entr^elles 
les quantites donnees determinent Fobtention 
de Tun ou de Fautre de ees cas. Soii]XAA'B 
la positien du point cherché et des points 
donnes. Sur AA' comme diametre, soit de'erit 
un cércle, dont C soit le centre. Du point X 
soit.eoncue menee a ce cercle une tangente 
qui rencontre en D la perpendiculaire a AB 
menee depuis le point B; et soit meneMe 
rayón CT. On a AXxXA'=:XT^ Les trian^ 
gles CXT, DXJB e'tant équlangles'^ oi^ a la 
proportion , XT*jBX^=i=CT^BD^ ; et partant, 
le rapport de OT^ á BD^ est égal au rappopt 
donne'. De la , deooulela construction suivante. 
Sur AA* Gommie diamétre soit decrit un cey- 
file, dont C soit le centre. Soit changé le rap- 
port donne' du rectangle AXxXA' au.carre 
<^^ |fX4$ins celui 4e CA^ au carré d'un^ droita 
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BD laquelle solt portee ^ur une perpendicu* 
. laire éleve'e á AB depuis le point B. Da poÍDt D^ 
30it menee au cercle decrit sur AA' une tan- 
gente DT qul rencontre AA' en X. Le point 
X est le point cherche'. 

Rem. i". Da point D, on peut mener au 
cercle ATA' , deux tangentes ; dont Tune 
DT' rencontre toujours AB entre A' el B, 
et donne la position AA/XB. ^ 

1^. Soit BD]>-AC j l'autre tangente reur 
contre AA' prolongee , dans la dlreciion BA'A| 
et donne la position XAA'B ( fig. X*. i*'). ^ 

2°. Soit BD<AC; Fautre tangente rencon- 
tre AA' prolonge'e dans la direction AA'B^ 
ct donne la position AA'BX ( fig. X*. a°). 
. 3^. Soit BD— AC ; la seconde tangente est 
parallele a AA' , et partant, ne la rencontre 
pas ( fig, X*./3^). La seconde solution est 
alors impossiblej ou le rect^ngle AXxXA' 
et le caire' de BX ne peuvent jamáis étre 
,e'gaux entr'eux dans les deux positions XAA'B, 
AA'BX. En efiet , dans la position XAA'B , 
la droite BX est plus grande que chacune des 
ilrpites AX , A'X , et partant], son carre' est 
plus grand que leur rectangle ; et dans la po- 
sition AA'BX, la droiíe BX est plus petite 
qvie cl^acune des droites AX, A'X, et par- 
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tant, son caire cst plus petit que leur rcc-^ 
tangle. Done ^ dans ees deux positions y ees 
deux espaces sont ine'gaux , maís le rapport 
d'egalite' est la limite de leur rapport. 

Mem. 3^. La position AA^XB est done liee 
avec chacune des positions XAA'B, AA^BX, 
de maniere que la premiére est toujours ob- 
tenue ; et qu'on obtient conjointement ayeo 
elle l'une des deux autres positions, ou au- 
cunq d'elles ; suivant que BD est plus grande 
que AC y plus petite qu'elle , ou egale á elle j 
la reponse á la question est determinee par 
les connoissances données dans les conditions^ 
et ne depend pasdú choix de cclui qui la résout. 

Remé 3"*. Dans les deux posiüons AA'XB , 
XAA'Bles droites AX, A'X, ontdesdirections 
opposees ou des signes opposes , mais leur rec- 
tangle conserve son signe. Dans les positions 
AA'XB , AA'BX , la droite BX a des direc- 
tions ou des signes oppose's, mais son carre 
fjonserve son signe. EnBn , dans les positions 
XAA'B, AA'BX, les droites AX, A'X, ont 
des directions ou des signes oppose's , de méme 
que la droite BX. Dans tous ees cas, les quan- 
úiés dont la comparaison est requise dans la 
question , coriservenj leur signe. 

3oit AB=a, A'B=a% BX=x. Les po^ 
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sltions AA'XB, XAA'B, AA'BX, repondent 
respectivement au^ produits (a — x){a' — x) ; 
{x — á){x — a'), (a+r»)(a'-f-x)y Torigine du se- 
cond de ees produits difiere de celle du pre- 
mier, par les signes de leurs facieursj etle troi- 
siéme de ees produits difiere du premier par 
le signe de a;. 

Eclaircissemené sur le § 286. 

y ai dit ( § 285 ) , que le eas irre'ductible du 
troisieme degre, ofire un exeraple de ravan- 
tage que la geometrie a quelquefois sur le 
calcul; et que sa solution depend de la tri^ 
seetion d'un are cu d'un angle connu : |e vais 
de'velopper cetie assertion. 

Je prends pour oonnues les de'fínitions du sinus 
et du eosinus d'un are; et |e demande qu'on ad- 
mette les propositions suivantes de trigonome- 
trie, relatives au sinus et au eosinus de la somme 
de deux ares , et a leurs eonse'quenees (1), 

Sin.(a-f-&J= sin. a con. h-\-ctk», a sin. b ; , síd. 2a=28in. a eos. <4 
Cos. [a-^bj^cés, a eos. b — rsin, a sin. b ; coé,^a=^co8,^a^ia,^a 
8in. ,3a s= 3 sin. 4S •— 4 sin. ^ a > ou cós«3as=4eo8«'a-3cos.<F 
4 sin. 5 a — 3sin. a-|^sin. 3a=^ ; 4 eos. s a-3 coi. o-cos. 3a=30^ 

(i) La maniere lá plus lamineiise de démontrer ees 
deux formules géométriqnement me paroit étre celle 
par laquelle ou les tire de la proposition suiyame dé*, 
moulrée dans tous les élémens. Dans un quadrilat^re 
inscrit áu cercle, le rect«ingle . des diagonales; est égal 
« la aomme des rectangles des cótés oppojiés. 
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Ces deux derniéres equations etant^ com- 
parees avec les equations 4s' — 5p«+:gr;=o ; 
on voit qu^elles sont conformes á celles qui 
pcuvenl donner lieu au cas irreductible : je 
dis qu'elles appartiennent necessairement á 
ce cas. En effet, la plus grande yaleuc du 
sinus ou du cosinus de 3a est d'étre egale 
au rayón í et partant, la plus grande valeur 
de leurs carre's est aussi Tunite'. 

Dans l'e'quation 4«'* — 5/75— •5=0} soit fait 
^=rrcos. a j on aura : 4r'cos/a-3prcos.a- jr=o j 

ou. 4cos. ^'a — 5 — cos.a — ?- =0. Soientles 
rr r 

termes de cette equation compares un á un 

aux termes correspondans de l'equatioa , 

4cos,'a-5cos.a-cos. 5a=0: on aura, — =1 : 

rr 

q ^ 

— =cos. 3a : "^artant , ^ rry=p j rrzrj/'p • 

COS. 3a =-—4—- •• on obtient done la valeur 

de COS. 3a dans les termes deFequation, et 
aussi la valeur de «=rcos.a=J/jpcos.a. 

Itemy dans Pe'quation As^ir-^ps+q—Oi soit fait 
fi=rsin.a j onobtient,4r'sln/a-3prsin.a+5rzoj 

Qu 4sia/a — 5— sin.aH — 5=0 j cette e'quation 
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comparte avecTequat. 4sin/a-5sin.a^in.5a!X>; 

P -99 

donne~=ji , ou r=>/'D; etsln.3a=--= ; 

rr ^ r' pKp 

partant, on obtient daos les termes de l'equa- 

tion la yaleur de sin. 5a, el celle de r; et 

partant aussi celle de s=r sin. az=\/'p X siá.ai 

Cette solution paroít d'abord presen ter seu- 
lement une des racines de chacune des deúx 
e'qualions propose'es : je vais montrer comment 
on trotíve chacune des deux autres. 

1^. Soit Pequation 4ar'^ — 5x — eos. 3a=o, 
dans laqueUe la valeur trouvee de x est eos. a» 
Soit divisé le premier membre par x — cos.a, 
oñ a pour quotient 4aír:r-|-4arcos.a-(3-4cos.^a), 
en observan t que eos. 3a = eos. a(4 eos. a- 3). 
Soiént cherchees les racines de Fe'quatión 3 
4xar-+-4a:cos.a — (3-*-4cos.*a)==o ; on trouvé 
x= — ^cos. a+^sin.aV^* Or, | est le sinus 
de 3o^, ou le cosinus de 60®; et partant, —^' 
est le cosinus de 120°; et|í/^'¿ en estlesinus; 
partant , ír=cos. lao^. cos.a+sin.i20*^.'sití.á==s 
COS. lao^Ifa. Partant, outre Tare* a-j on ob- 
tient chacun des ares i2ó°+a. Enefiet,.les 
trois ares , 3a , 36o°-|-3a , 36o^ — 3a , ont le 
méme cosinus , soit quant a la grandeur , soit 
quant au signe; et partant, les racines de Fe'-; 
quation proposee dpivent étre les cosinus du 
tiers de chacun d'eux. 
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p=i6, y=48j |f=í^j co8.3a=f=o,75j 
3a=:4i^24'55". 



i3o 48^ 12''^ i33o 48' 12'^; 1060 1 1' 4«''. 

Cos.a=cos.i3^48' i2'V-cos.46o 11' 48^003.73048^ 12" 
B=cos.i3o48' i2Vsíti.43o48' i2'',-sin.i6o 11' 48^ 
=0,9711206, — o,i69[2i852j — 0,2789353 

4r=4cos.a=sE3,8844824, -2,7687408, -^1,1 i574i2. 

4*. JBx, Soit x'^-Í2x+i2s=o , ott 4*'^-48ar+482=:o- 

Sm.3a=í=o,75 •, 3a=48o 35' 25'^ a=i6o ii'48''. 

Sin.a=sin.i6o 11' 48'^siii.i360u' 48'^; -sin. 103^48' la'' 
=rsm.i6<> 1 1' 48'';ain. 43^48' 12'^; -sin. 76^ 1 1' 48^' 
=0,2789353; 0,6921852, — 0,9711204* 

«==48¡n.a^=i, 1157412, 2,7687408, — 3,88448i6. 

On peut aussi traiter parla trígonometrie les 
equations dü 5^*- degre de chacune des autres 
formes : mais CQmme le cas irreductible est 
le seul qui presente des dlfficultes sous le poiat 
de vue purement algébrique , c-est áussi le 
seul sur lequel je crois devoir donner des 
e'claircissemens : voyez pour les autres cas 
la trígonometrie de TrembIíEY. 

.Fin du second volume. 
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T A B L E 

DES M ATIERES CONTENXJfJS 
DANS CE VOLÜME. 



Chap. IX» 1^ E S proportioru et dea pnfgrs^»^ 
tions arithmétiques. p. p* x^^^ 5o. Défínitions des 
rappori3*et des proporLions ^rithmétiqífes $ is^:* 
Theorómes sur les proportíons arithméliques , di^ 
férence eatre la moienne arílhmélique el la m<Henne 
gtk>métrique $$ isS — 126. Frobléme relatif á la 
différence entre les proportíons arilliméliques et géo<- 
métríques $ 197* Autres problémes sur les propor^ 
tioos arítlim¿tique8$ 128. Frogressions arithméli- 
ques, différentes manieres de les exprimir § 129, 
Broj^iété íondamentale des progressions arithmé- 
liques ; son application á leur sommation^ nombres 
•triangulaires^ nombres can'és, nombres polygonaux; 
relations entre les nombres triangulaires et les nom- 
bres carrés §§ 1 3o •*- 1 3 1 • Problémes divers sur lea 
progi^essions arithmétiques $ $ i32 — i38. ISxécu- 
tionraisonnée du carré magique de neuf cases$ iSg» 
I Chap» X. Sur les nombres figures 'p.pm5i. 56. 
Sommationdes nombres triangulaires, ou nombi^es 
pyrainidaux $ 1 4o« Sommation des noñabres carréi 
$ i4i. Extentíon des suilcs des nombres pyrami-A 
daox $ i43« Exercices sur les sommes des pi*ogres^ 
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sions arithmétíques § § i43 — i45. - Nombres figu- 
vés des dififérens ordres , leui's expressions , et leurs 
sommalions §§ i46 — lág. Inverses des nombres 
nalurels , ou progression harmonique 5 leur somme 
i^'a aucune limite, proporlion harmonique § i52. 

Chap. XI. Sur les permutations et sur les com^ 
hinaisons p p. 67 — 79. Cbangemens d'ordre, ou 
permutations diB quantités différentes §i55. Permu- 
tations , lorsqu'il y a quelques quantités d'une méme 
espece § iSé. Permutations, lorsqu'il y a des 
quantités de mémes espéces 5 et en pariiculier lors- 
que toutes les quantités sont de deux espéces seule- 
inent; corrcspondance avec les nombres figures; 
tableiau §§i55— 167. Définition des combináis 
sons , extention de cette expression au-delá de soa 
origine^ calcul des combinaisons , analogie entre les 
combinaisons et les permutations ; correspondance 
^vec les nombres figures § § i58 — i5g. Applica- 
iions des combinaisons §§ 160-162. Exercicesde 
raisonnement § i65. 

Cháp. XII. Théor^me hinomial pour un ex-- 
posant entier eípositifpf. 8o. — 96.Définition d'une 
puissauce d'un nombre et de son exposant ; calcula 
exécutés sur les puissances , en opérant sur leurs ex- 
posans § i64. Tablean des premieres puissances 
d-un binóme 5 observa tions sur ce tablean^ cómpo- 
fiition génévale d'une puissance d'un binóme $i65* 
'Application aux puissances de la diflférence de deux 
quantités § 166. Somme et difFérence des puissances 
semblables de la somme et de la différence de deux 
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quautités J 167. Application aux puissances des 
binomes dont un des termes est affecté de l'imagi- 
nairej/"— 1. § 168. Composition des puissances 
d'un polynome § 169. Application auxextractions 
des racines § 170. 

Chap. XIII. Des quantités exponentiellea y et 
théoréme binomial pour un exposant quelcon-- 
gí^p.p.97.-i22. Extention de la définition despuis-' 
sanees aux exposans fractionnaires et negatifs ; g(í- 
néralisation des calculs ex¿cutés sur ees puissances 
en opérant sur les exposans § 171 — 174. Produit 
de deux formules binomialcs § 175. Démonstra- 
tion du théoréme binomial pour un exposant quel- 
conque ] entier ou fractionnaire , positif ou n¿gal¡f 
§ §176. — 179. Convergence ou divergence du d¿- 
veloppement d'uu binóme § i8o, PuLssance» 
des binomes imaginaires§ 181. Réductions a j/"- i. 
des racines de tousles ordres de — !• § § 182.— 187* 
Les factcurs binomes ímaginaires d'une quantitó 
réelle se combínent deux-á-deux , de maniere á for- 
mer des trinomesréels S 188. 

Chap. XIV, Sur les suites avM différen^ 
ees constantes p. p. i25. — 129. DiíFérences des 
différens ordres^ des suites qui y répondent. Corres- 
pondance avec les nombres figuí*és et avec les coef- 
ficiens dtt binóme : applications aux puissances des 
termes d'une progression arithmélique et á leur som* 
mation § § x89, — 195. 

Chap. XV. Sur les progressions géométriques y 
^t sur le$ hgarithmes p. pi.i3o.— i52. Défínitioa 
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des progressions géométriques; leur réduction a 
celles dont le premier terme est ruuíté§ 196. Pro- 
gi*essíons croissantes et décroissantes § 197. Con* 
versión de la multiplication en addition , de la divi- 
sión en soustraction , de Télévation aux puissances 
en simple multiplication , et de Textraction des ra- 
cines en división $ 198. Def. des logarilhmes, 
origine de celte expression $ 199. Composilion et 
usages des tables logarithmiqíies § § 200. — 201. 
Applications diverses ^ et en particulier aux intérets 
coniposés § S 202. -^ 207. Approximations exécu- 
tées par les logarithmes § 208, 

Chap. XVI. Sommation dés progressions g¿(h- 
méir¿ques,f.p.i55* — 2i4. Distinction des cas 
aúxquels donne lieu la sommation des progr. géom. ; 
somme de ees progressions: limite déla sotnme d'une 
progr. d¿croiissant6;application des formules somma- 
toires au cas óü la suite est ccmiposée de termes cons- 
lañs. Cas dans lesquels l'expression % a une váleur 
déténíiijaée §§ 209. — 210. D*?vel(Jppement en 
suite d^une fraction dont le dénoxninateur est un bi- 
Home 5 précaution uecessaire dans ce développemcnt 
$§211. — 212. Problémes divei's relatifs aux som- 
tnatíons des suites géométriques et á leürs limites ; 
applic^tions aüx íractions decimales- periodiquea 
•$$211. — 217. Applications aux calctíls des ren- 
tes S$2l8 — 220* Problémes parliculierá sur les 
progressions géométriques §§221 —227. Ex. de 
rutilite de l'aiíalogie J 228. Súites composées des 
progr. árithxñéiiqujes et géom¿triques$ § 229. «* 25o. 
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Obap. XVII. Sur la méthode des coefflciena in-^ 
determines p. p« 2i5. — 2Í4« Défínitíon des fonc- 
tions; théorémes fondamentaux sur les fónctions 
entiéres § $ sSi. — 232. Applications diverses: á la 
sommatipn des puissancesdes nombres naturels § 233; 
á la réduction des puissances des nombres naturels 
aux nombres figures $ 254 ; á la división §255; á la 
décompoátiondesfractionsS 256 ; aux suites ri^cur- 
rentes et á la réduction de ees derniéres aux suites 
géométriques $ 25^ ; au théoréme binomial§ 238. 

Chap. XVIII. Calcul dea tablea logarithmiques 
p. p. 245. — 263. Suite logaiithmique ; sysléme lo- 
garilhmique ; module d'unsystémé ; systéme naturel 
et systéme tabulaire $$ 239. — 24o. Exemples: 
calculs de pljusieurs log. exécutés simultanément 
$S 24i.— 242. Calcul du module d'un systéme § 243. 
Calcul des nombres par les log. ; base du systéme 
naturel $ 244* Les Ic^. des quantités négatives sont 
imaginaires$ 245. — 246. 

CbápuXIX* Sur Aes fractiona continuea p*p. 
264» ^ 297. Défínition etgénération d'une fraction 
continua ; rédúctíon d'une fraction vulgaire en frac- 
tion continué J 5 247. — 248. Réduction d'une frac- 
tion continué en fi:*actioias yulgaires ; loi de cette 
r,éductí(m § 294. Difi^rences des &actions yulgaires 
successives provenues d'une fraction continué 
J 25o. Dififérence de deux quelconques de ees frac- 
tions § 25x. Avantage de Tintroduction des termes 
80ustracti& dans les fractions continúes $ 252. Frac- 
i¿ons inter>;alées § 253« Exercices sur les fractions 
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continúes $ 2S4* Fractíons continúes périodiqués, 
leur limite § 255. Applications á Textractiott des 
racines $ 256. 

Chap. XX. Sur la composüion dea éqiiations ^ et 
recherche de leura racines entürea p. p. 298. — 367. 
Probléme foudamental et ses conséquences § § 257 — 
26 1 • Regle de Descartes sur la succession des sigues 
dans leséquations dont les racines sont réelles § 262. 
Changemens divers qu'on peut faii'e subir á une 
équation § § 265. — 270. Sur les équalions qui ont 
des racines égales entr'elles §271. Sur les sommes 
des puissances des racines des ¿quations §572. Sor 
la méthode d'elimination§§ 273. — 274. ' Recher» 
che des racines rationnelles et entiéres § 275. Sim- 
plification du procede §§ 276. — 279. Cas parti- 
culiers de solutions simples § 280. 

Chap. XXI. Equationsdu troisieme degré p. p. 
568. — 399. Equations purés' du troisieme degré 5 
triple valeur de la racine cubique de l'unité^ énon- 
cés de questions simples § 281. Problémes intro- 
ductifs, réduits au second degré ou au troisieme, 
suivant la voie de solulion qu'on emploie § § 282 — 
285. 01)servations sur le cas irrductible § 286. 
Cas oü un binóme en parlie rationncl et en partie 
irrationnel est un cube § 287. Exorcices proposés, 
et dtíveloppement de Tun d'eux § 288. Resolution 
par voie d'approximation § 289. — 29a. 

Chap. XXII. Equations du quatrieme degré p. 
p. 4oo. Moyen de reconnoítre si une équation du 
quatrieme degré peut élre ramenée á une équation 
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bicarrée $ 291. Cas dans lesquels une ¿quaiion 
du quaUiéme degré peut étre rameiMÍe á deux équa- 
tions du second degré § 292. RéducLíon des équa- 
tions du quatriétne degré á celles dutroisiéme § 293. 
Solutíondes ¿quations par voie d'aproximationS294. 
Appendice. .^Eclaircissemena géojnélriques p, 
p.4i6.—448.Sur la regle- d^ signes dans la multípli- 
cation §295» Sur les signes§ , ¿v. etsur la réduction des 
questionscomposées ádes questíons simples §§296-297 
Sur les máxima et minima , et sur les solution5 
impossibles § 298. Sur la liaison qui régne entre le» 
différens cas auxquels un meme probléme peut 
donner lieu , et sur leur dépendancedelagrandeur 
des quantités données § 299. Exemple d'énuméra- 
tion des cas parliculiers contenus dans un énoncé 
general § 3o4, Eclaircissement du cas irreductible 
du troisiéme degré par la trisection de Tare § 3o 5. 



